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1. УПРАВЛЯЕМЫЕ СИСТЕМЫ  
И МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ 

 
 
 
 
УДК 519.8                                                                                   © Ф.А. Балушкин  
 
МИНИМИЗАЦИЯ ДОЗЫ ОБЛУЧЕНИЯ ПЕРСОНАЛА В ЗАДАЧЕ  

О ДЕМОНТАЖЕ ЭНЕРГОБЛОКОВ АЭС ПРИ НАЛИЧИИ  
НЕСКОЛЬКИХ УСЛОВИЙ ПРЕДШЕСТВОВАНИЯ  

 
В данной статье рассматривается задача минимизации дозы облучения пер-
сонала при демонтаже отработавших блоков атомных электростанций. В от-
личие от предыдущих публикаций здесь на очередность выполнения работ 
накладываются условия предшествования, задающие ограничения на очеред-
ность выполнения некоторых пар работ, причем пары, задающие ограниче-
ния, могут пересекаться друг с другом.  
Ключевые слова: минимизация дозы облучения, условие предшествования. 

 
F.A. Balushkin 

 
MINIMIZATION OF  PERSONAL RADIATION DOSE IN PROBLEM  
OF DISMANTLE THE ATOMIC POWER STATION POWER-UNIT  

IN THE PRESENCE OF SEVERAL CONDITIONS OF PRECEDENCE 
 

The Problem is considered at minimization of a dose of an irradiation of the 
personnel at dismantle of the fulfilled blocks of atomic power stations. Unlike the 
previous works, here on sequence of performance of works the conditions of 
precedence setting restrictions on sequence of performance of some pairs of works, 
and steams setting restrictions are imposed, can be crossed with each other. 
Keywords: Assignment Problem, Minimization of Protected Irradiation, 
Precedence Conditions. 

 
Введение 

 
В нынешней ситуации в атомной энергетике заканчиваются сроки 

службы старых ядерных реакторов на атомных электростанциях, встают 
новые задачи для руководства. В связи с выводом их из эксплуатации – 
появилась необходимость демонтировать отработавшие энергоблоки. 
Энергоблок – высоконаучный и сложный в технологическом плане ком-
плекс, его демонтирование – трудозатратный процесс. 

Большая часть энергоблока разбирается человеком. Каждый элемент 
имеет свое время демонтажа и интенсивность излучения. Очередность 
разборки элементов энергоблока играет основополагающую роль в целях 
уменьшения общей дозы облучения персоналам. Поэтому задача состоит 
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в том, чтобы оптимизировать последовательность демонтажа радиоактив-
ных объектов с целью минимизации суммарной дозы облучения персона-
ла. 

 
1. Постановка задачи 

 
Данная задача схожа с задачей коммивояжера, но основное отличие 

заключается в том, что стоимость очередного перехода зависит не только 
от очередного объекта, но и всех оставшихся объектов, разборка которых 
еще предстоит. Функционал такой задачи будет иметь вид: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ }
0, 1 1 ,

2

0, 1 1 ,
2

1, : ,

1, 1, \ : 1, 1 ,

N

i i
i

N

i i
i

c N c j j i N

c N c N j j i

α α α

α α α

α

α

−
=

−
=

   + ∈ =   

  = + ∈ −   

∑

∑
  (1) 

где [ ],i jc K  – характеристика затрат при перемещении из i -й к j -й 

точке маршрута обхода, K  – множество точек, которые предстоит обой-
ти, N  – общее количество объектов, которые предстоит обойти, α  – пе-

рестановка из элементов множества 1,N . 
Задачу можно решить методом динамического программирования 

(МДП), и для минимизации функционала (1) разработан вариант МДП [2]. 
Но МДП имеет большой недостаток, состоящий в том, что с его помощью 
можно решать задачи на персональном компьютере, когда количество 
объектов не превосходит двух-трех десятков. 

Функционал, характеризующий суммарную дозу облучения, специа-
листами по АЭС [3] предлагается, в частности, использовать в виде  

( ) ( ) ( )
1

,
N N

i k
i k i

D t Hα αα
= =

=∑ ∑      (2) 

где ( )itα  – время демонтажа ( )iα -го объекта, ( )iHα  – мощность дозы 

излучения, создаваемая ( )kα -ым объектом. Оценка (2) является частным 

случаем функционала (1). 
Функционал (2) учитывает только дозы облучения, полученные при 

выполнении работ, но не учитываются облучения, полученные при пере-
мещении от объекта к объекту.  

В работе [4] показано, что если упорядочить элементы перестановки 
α  по признаку убывания 

( )
( )

( )

i

i
i

H
k

t
α

α
α

= ,        (3) 

то перестановка α  становится оптимальной. 
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Под условием предшествования в задаче оптимальной маршрутизации 
будем понимать условие, состоящее в том, что для пары элементов 

( ) ( )( ),j iα α  в допустимой перестановке α  элемент ( )jα  должен стоять 

раньше второго. 
Условия предшествования в практических задачах бывают обусловле-

ны различными технологическими ограничениями. 
Задача 1. Требуется минимизировать функционал (2) по всем пере-

становкам α , удовлетворяющим заданным условиям предшествования.  
 
2. Оптимальные перестановки в задаче с несколькими условиями 

предшествования 
 

Пусть имеется перестановка α , которая оптимальна без условия 
предшествования. Т.е. отсортирована по убыванию  ( )ikα  [4]: 

( ) ( )( )1 , , ,Nα α α= …     (4) 

Рассмотрим случаи, когда в задаче 1 имеется условие предшествова-
ния в виде пары 1 1p q . Если условие предшествования в перестановке (4) 
выполняется, то перестановка будет оптимальной и с условием предшест-
вования. В противном случае 

( ) ( )1 1p qk kα α< .     (5) 

Тогда согласно теореме 1 [6] оптимальная перестановка будет иметь 
вид: 

( ) ( )( )1 1, , , ,q pα α α= … …      

и отсортирована по убыванию ( ) { }1 1, 1, \ ,ik i N p qα =  и ( ) ( )1 1,q pkα α , где 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1 1

, .
q p

q p
q p

H H
k

t t
α α

α α
α α

+
=

+
 

Теорема 1. Пусть в задаче 1 имеются два условия предшествования 
вида 1 1p q  и 1pq , для которых выполняются условие (5) и условия 

( ) ( )1p pk kα α≥ , ( ) ( ) ( )1 1,p q pk kα α α≥ . Тогда оптимальная перестановка будет 

иметь вид ( ) ( ) ( )( )1 1, , , ,p p qα α α α= … …  при сортировке по убыванию 

( ) { }1 1, 1, \ , ,ik i N p p qα =  и ( ) ( ) ( )1 1, ,p p qkα α α , где 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1

, ,

p p q

p p q
p p q

H H H
k

t t t
α α α

α α α
α α α

+ +
=

+ +
. 
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Доказательство. Если пару элементов ( ) ( )( )1 1,q pα α считать одним 

элементом в новой перестановке, то по Теореме 1 [6] минимум функцио-
нала (2) будет достигнут при упорядочении ( ) ( )1 1, ,ik i p p qα ≠  и 

( ) ( ) ( )( )1 1,p p q
kα α α , где ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

, ,

, ,
,

p p q p q

p p q
p p q

H k t
k

t t
α α α α α

α α α
α α α

+
=

+
.  

Т.к. демонтаж проходит последовательно, то 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

, ,

, ,
,

.

p p q p q

p p q
p p q

p q

p p q
p q p p q

p p q p p q

H k t
k

t t

H H
H t t

t t H H H

t t t t t t

α α α α α
α α α

α α α

α α
α α α

α α α α α

α α α α α α

+
= =

+

+
+ +

+ + +
= =

+ + + +

 

В силу того, что ( ) ( )1p pk kα α≥ , то будет выполняться неравенство 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , , , , , ,D p p q D p p qα α α α α α≥… … … … .  

Теорема доказана. 

Теорема 2. Если в задаче 1 имеются два условия предшествования ви-
да 1 1p q  и 1p q , для которых выполняется условие (5), ( ) ( )1q qk kα α≥  и 

( ) ( ) ( )1 1,p q qk kα α α≥ , тогда перестановка, отсортированная по убыванию 

( ) ( )1 1, 1, \ , ,ik i N p q qα =  и ( ) ( ) ( )1 1, ,p q qkα α α , будет оптимальной, где  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1

, ,

p q q

p q q
p q q

H H H
k

t t t
α α α

α α α
α α α

+ +
=

+ +
. 

Доказательство. Если пару элементов ( ) ( )( )1 1,q pα α  считать одним 

элементом в новой перестановке, то по Теореме 1 [6] минимум функцио-
нала (2) будет достигнут при упорядочении ( ) ( )1 1, ,ik i q p qα ≠  и 

( ) ( )( ) ( )1 1 ,p q q
k α α α , где ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

, ,

, ,
, |

p q p q q

p q p
p q q

k t H
k

t t
α α α α α

α α α
α α α

+
=

+
.  

Т.к. демонтаж элементов энергоблока проходит поочередно, то 
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( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

, ,

, ,
,

,

|

.
|

p q p q q

p q p
p q q

p q

p q q
p q p q q

p q q p q q

k t H
k

t t

H H
t t H

t t H H H

t t t t t

α α α α α
α α α

α α α

α α
α α α

α α α α α

α α α α α α

+
= =

+

+
+ +

+ + +
= =

+ + +

 

Т.к. ( ) ( )1q qk kα α≥ , то 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , , , , , ,D p q q D p q qα α α α α α≥… … … … . 

Теорема доказана. 
Рассмотрим случаи, когда к оптимальной перестановке (4) применены 

два непересекающихся условия предшествования в виде пар 1 1p q  и 2 2p q  
такие, что: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 2

1 1 2 2, , ,

p q

p q

p q p q

k k

k k

k k

α α

α α

α α α α

<

<

≥

      (6) 

тогда оптимальная перестановка α  будет иметь вид 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , , , , ,q p q pα α α α α= … … … .   (7) 

Теорема 3. Пусть в задаче 1 имеются условия предшествования 1 1p q , 

2 2p q  и 2 1p p , удовлетворяющие условиям (6) и ( ) ( ) ( )2 1 1,q p qk kα α α≥ . Тогда оп-

тимальная перестановка в этой задаче будет иметь вид 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,p p q qα α α α α= … … . 

Доказательство. В данных условиях возможны только перестановки 
трех типов: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 1 2 1

2 2 1 1

2 1 1 2

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , .

p p q q

p q p q

p p q q

α α α α

α α α α

α α α α

… …

… …

… …

 

В первом случае из условия (6) известно, что ( ) ( )1 1p qk kα α< . Если 

( ) ( )1 2p qk kα α> , то ( ) ( )1 2q qk kα α> , тогда согласно Лемме 1 [4] 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
2 1 1 2

2 1 2 1

, , , , ,

, , , , , .

D p p q q

D p p q q

α α α α

α α α α

<

<

… …

… …
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Если ( ) ( )1 2q qk kα α< , то ( ) ( )1 2p qk kα α< , тогда 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 1 1

2 1 2 1

, , , , ,

, , , , , .

D p q q p

D p p q q

α α α α

α α α α

<

<

… …

… …
 

Из этого следует, что всегда есть перестановка меньшая 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1, , , , ,p p q qα α α α… … . 

Отличия двух оставшихся перестановок заключается в положении па-

ры ( ) ( )( )1 1,p qα α  относительно элемента ( )2qα . Т.к. по условию теоре-

мы ( ) ( ) ( )2 1 1,q p qk kα α α≥ , то оптимальной перестановкой является 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,p p q qα α α α α= … … . Теорема доказана. 

Теорема 4. Пусть в задаче 1 имеются условия предшествования 1 1p q , 

2 2p q  и 2 1q q , удовлетворяющие условиям (6) и ( ) ( ) ( )2 2 1,p q pk kα α α≥ . Тогда оп-

тимальная перестановка в заданных условиях будет иметь вид 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 1 1, , , , ,p q p qα α α α α= … … . 

Доказательство. Для данных условий существует три варианта пере-
становки: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 1 2 1

1 2 2 1

2 2 1 1

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , .

p p q q

p p q q

p q p q

α α α α

α α α α

α α α α

… …

… …

… …

 

В первом случае из условия известно, что ( ) ( )2 2p qk kα α< . Если 

( ) ( )1 2p qk kα α≥ , то ( ) ( )1 2p pk kα α> , тогда согласно Лемме 1 [4] 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 1 1

2 1 2 1

, , , , ,

, , , , , .

D p q p q

D p p q q

α α α α

α α α α

<

<

… …

… …
 

Если ( ) ( )1 2p pk kα α≤ , то ( ) ( )1 2p qk kα α< , тогда 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 2 1

2 1 2 1

, , , , ,

, , , , , .

D p p q q

D p p q q

α α α α

α α α α

<

<

… …

… …
 

Из этого следует, что всегда есть перестановка меньшая 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1, , , , ,p p q qα α α α… … . 

Различия двух оставшихся перестановок состоит в том, что пара 

( ) ( )( )2 2,p qα α   и элемент ( )1pα  поменяны местами. Т.к. по условию 
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теоремы ( ) ( ) ( )2 2 1,p q pk kα α α≥ , то оптимальной перестановкой является 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,p p q qα α α α α= … … . Теорема доказана. 

Теорема 5. Пусть в задаче 1 имеются условия предшествования 1 1p q , 

2 2p q  и 2 1p q , удовлетворяющие (6), ( ) ( )1 2q qk kα α≥  и ( ) ( )1 2p pk kα α≥  (или 

( ) ( )1 2p pk kα α< ). Если ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )

2 11 2

2 2 1

2 2 1

,

q qq q

p q p

p q p

k k t t
k k

t t t

α α
α α α

−
− ≤

+
, тогда оптималь-

ная перестановка будет иметь вид ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , ,p p q qα α α α α= … …  

при ( ) ( )1 2p pk kα α≥  и  ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,p p q qα α α α α= … …  при 

( ) ( )1 2p pk kα α< , иначе ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 1 1, , , , ,p q p qα α α α α= … … . 

Доказательство. Учитывая условия предшествования, возможны пять 
различных перестановок: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 2 1

2 1 2 1

1 2 1 2

2 1 1 2

2 2 1 1

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , .

p p q q

p p q q

p p q q

p p q q

p q p q

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

… …

… …

… …

… …

… …

 

Из условия известно, что ( ) ( )1 2q qk kα α≥ , то первый и второй варианты 

не актуальны, т.к. если ( )2qα  и ( )1qα  согласно Лемме 1 [4] поменять 

местами, тогда 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2

1 2 2 1

, , , , ,

, , , , ,

D p p q q

D p p q q

α α α α

α α α α

≤

≤

… …

… …
  

и ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,D p p q qα α α α ≤… …  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1, , , , ,D p p q qα α α α≤ … … . 

Третья и четвертая перестановки отличаются двумя элементами 

( )2pα  и ( )1pα . По Лемме 1 [4] функционал (2) будет меньше у третьей 

перестановки, если ( ) ( )1 2p pk kα α> , и наоборот. 

Сравним третью и пятую перестановки, расписав функционал (2): 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2

2 2 1 1

, , , , , , ,

, , , , , , ,

D l p p q q m

D l p q p q m

α α α α α α

α α α α α α

≤

≤

… …

… …
 

1 1 2 1 2

2 2 1 2 1 1 2

2 2

1
1

n n n

i l i p p p q q l i
i i l i m

n n

p p q q l i q q q l i
i m i m

n n

q q l i m i n n
i m i m

t H t H t H H H H t H

t H H H t H t H H t H

t H t H t H t H

= = =

= =

= =

 + + + + + + + + 
 

   + + + + + + + +   
   

 + + + + + ≤ 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

…

…

 

2 2 2 1 1

2 2 1 1 1 1 1

1 1

1
1

.

n n n

i l i p p q p q l i
i i l i m

n n

q q p q l i p p q l i
i m i m

n n

q q l i m i n n
i m i m

t H t H t H H H H t H

t H H H t H t H H t H

t H t H t H t H

= = =

= =

= =

 ≤ + + + + + + + + 
 

   + + + + + + + +   
   

 + + + + + 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

…

…

 

Раскрыв скобки и приведя подобные, получим: 

1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2

1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1

2 2 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1
.

p p p p p q p q p p p q p q

q q q q q q p p p q p p p q

q q q p q q p p p q q q

t H t H t H t H t H t H t H

t H t H t H t H t H t H t H

t H t H t H t H t H t H

+ + + + + + +

+ + + ≤ + + + +

+ + + + + +

 

После приведения подобных получим: 

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1
.p p p q q q p p q p q qt H t H t H t H t H t H+ + ≤ + +  

Упростив, имеем: 

( ) ( )
1 2 2 1 2 2 2 1 2 1

.p p q q q p q p q qt H H t H t t H t H+ + ≤ + +  

Время заведомо является положительным, тогда разделим обе части 

на ( )
2 2 1p q pt t t+ : 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 1 2 1 2 1

2 2 12 2 1 2 2 1

1 2 2 1

2 2 1

2 2 1 2 2 1

2 1 2 12 1

2 2 1

2 2 1 2 2 1

2 1 21 2

2 2 1

2 2 1

,

,

,

p q q q p q q

p q pp q p p q p

q q q q

p q p

p q p p q p

q q q qq q

p q p

p q p p q p

q q qq q

p q p

p q p

H H t H H t H

t t tt t t t t t

t H t H
k k

t t t t t t

k t t k t t
k k

t t t t t t

k t t k t t
k k

t t t

α α α

α α
α α α

α α
α α α

+
+ ≤ +

+ + +

+ ≤ +
+ +

+ ≤ +
+ +

− ≤ −
+ ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )

1

2 2 1

2 11 2

2 2 1

2 2 1

, .

q

p q p

q qq q

p q p

p q p

t t t

k k t t
k k

t t t

α α
α α α

+

−
− ≤

+

 

Аналогично, если 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
2 1 1 2

1 2 1 2

, , , , ,

, , , , , ,

D p p q q

D p p q q

α α α α

α α α α

≤

≤

… …

… …
 

получаем  

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )

2 11 2

1 2 2

1 2 2

,

q qq q

p q p

p q p

k k t t
k k

t t t

α α
α α α

−
− ≤

+
. 

Теорема доказана. 

 
3. Алгоритм 

 
Рассмотрим алгоритм для поиска оптимальной перестановки с усло-

виями предшествования: 

1. Выстроим перестановку по убыванию ( )ikα , ( )
( )

( )

i

i
i

H
k

t
α

α
α

=  (3). Без ус-

ловия предшествования данная перестановка является оптимальной [4]. 
2. Рассматриваем последний элемент полученной перестановки. 

Ищем пару, где данный элемент выступает в качестве " "p пары pq. Если 
такой пары нет, то данный (последний) элемент откидываем и переходим 
к шагу 2 с новой перестановкой, в которой на один элемент меньше. Оп-
тимальность оставшейся перестановки не нарушится. 

Если пар несколько, где данный элемент выступает в качестве " "p па-

ры pq, то берем элемент " "q  тот, который стоит ближе к " "p , т.е. qk  – 

меньшее. 
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3. Если элементы " "p  и " "q  не участвовали в других парах, описан-

ных ранее, то считаем p q
pq

p q

H H
k

t t

+
=

+
 (Теорема 1 [6]) и переходим к шагу 

1, учитывая pqk  вместо pk  и qk . 

4. Если элемент " "p уже был задействован ранее в качестве 1" "p  па-

ры ( )1 1p q , то " "q  встает перед 1" "q , т.к. 
1q qk k≥  (из шага 2). Считаем 

1

1

1

p q q
pqq

p q q

H H H
k

t t t

+ +
=

+ +
 и переходим к шагу 1, учитывая 

1pqqk  вместо pk , qk  

и 
1qk . (Теорема 1.) 

5. Если элемент " "p уже был задействован ранее в качестве 1" "q  па-

ры ( )1 1p q , то " "q  встает после 1" "q , т.к. 
1q qk k≥  (из шага 2). Считаем 

1 1

1 1

1 1

p q q
p q q

p q q

H H H
k

t t t

+ +
=

+ +
 и переходим к шагу 1, учитывая 

1 1p q qk  вместо 
1pk , 

1qk  и qk .  (Теорема 2 [6].) 

6. Если элемент " "q уже был задействован ранее в качестве 1" "p  па-

ры ( )1 1p q , то " "q  в виде ( )1 1p q  встает после " "p . Считаем 

1 1

1 1

1 1

p p q
pp q

p p q

H H H
k

t t t

+ +
=

+ +
  и переходим к шагу 1, учитывая 

1 1pp qk  вместо pk , 

1pk  и 
1qk .  (Теорема 2 [6].) 

7. Если элемент " "q уже был задействован ранее в качестве 1" "q  па-

ры ( )1 1p q , то " "q  в виде ( )1 1p q  встает после " "p , т.к. 
1p pk k≥ . Считаем 

1 1

1 1

1 1

p p q
pp q

p p q

H H H
k

t t t

+ +
=

+ +
  и переходим к шагу 1, учитывая 

1 1pp qk  вместо pk , 

1pk  и 
1qk .  (Теорема 2.) 

8. Если элемент " "q уже был задействован ранее в качестве 1" "p  па-

ры ( )1 1p q  и элемент " "p уже был задействован ранее в качестве 2" "q  па-

ры ( )2 2p q , то " "q  в виде ( )1 1p q  встает после 2" "q . Считаем 

2 2 1 1

2 2 1 1

2 2 1 1

p q p q
p q p q

p q p q

H H H H
k

t t t t

+ + +
=

+ + +
  и переходим к шагу 1, учитывая 

2 2 1 1p q p qk  

вместо 
2pk , 

2qk , 
1pk  и 

1qk . (Теорема 2 [6].) 
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9. Если элемент " "q уже был задействован ранее в качестве 1" "p  па-

ры ( )1 1p q  и элемент " "p уже был задействован ранее в качестве 2" "p  па-

ры ( )2 2p q , то " "q  в виде ( )1 1p q  встает после 2" "p . Считаем 

2 1 1 2

2 1 1 2

2 1 1 2

p p q q
p p q q

p p q q

H H H H
k

t t t t

+ + +
=

+ + +
  и переходим к шагу 1, учитывая 

2 1 1 2p p q qk  

вместо 
2pk , 

1pk , 
1qk  и 

2qk . (Теорема 3.) 

10. Если элемент " "q уже был задействован ранее в качестве 1" "q  па-

ры ( )1 1p q  и элемент " "p уже был задействован ранее в качестве 2" "q  па-

ры ( )2 2p q , то " "q  в виде ( )1 1p q  встает после 2" "q . Считаем 

2 2 1 1

2 2 1 1

2 2 1 1

p q p q
p q p q

p q p q

H H H H
k

t t t t

+ + +
=

+ + +
  и переходим к шагу 1, учитывая 

2 2 1 1p q p qk  

вместо 
2pk , 

2qk , 
1pk  и 

1qk .  (Теорема 4.) 

11. Если элемент " "q уже был задействован ранее в качестве 1" "q  па-

ры ( )1 1p q  и элемент " "p уже был задействован ранее в качестве 2" "p  па-

ры ( )2 2p q , то оптимальной перестановкой может быть:  

если ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )

2 11 2

2 2 1

2 2 1

,

q qq q

p q p

p q p

k k t t
k k

t t t

α α
α α α

−
− ≤

+
 и ( ) ( )1 2p pk kα α≥ , то 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , ,p p q qα α α α… … , 

если ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )

2 11 2

2 2 1

2 2 1

,

q qq q

p q p

p q p

k k t t
k k

t t t

α α
α α α

−
− ≤

+
 и ( ) ( )1 2p pk kα α< , тогда 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,p p q qα α α α… … , 

иначе ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 1 1, , , , ,p q p qα α α α… … . Считаем 

2 2 1 1

2 2 1 1

2 2 1 1

p q p q
p q p q

p q p q

H H H H
k

t t t t

+ + +
=

+ + +
  и переходим к шагу 1, учитывая 

2 2 1 1p q p qk  

вместо 
2pk , 

2qk , 
1pk  и 

1qk . (Теорема 5.) 

 
12. Выход. 
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Заключение 
 

В данной статье предложен алгоритм, который не ограничен количе-
ством объектов, в отличие от метода динамического программирования. 
Данный алгоритм определяет оптимальную очередность при наличии ус-
ловий предшествования. 
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УДК 517.977                                                                                    © В.И. Гурман 
 
ПРИМЕНЕНИЕ УСЛОВИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ С РАЗРЕШАЮЩЕЙ 

СИСТЕМОЙ К ИССЛЕДОВАНИЮ ВЫРОЖДЕННЫХ ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ∗∗∗∗ 

 
В статье рассматривается возможность эффективного решения вырожденных 
задач с помощью семейства функций Кротова на основе достаточных усло-
вий с разрешающей системой как альтернатива методу кратных максимумов 
при исследовании магистральных решений в задачах с линейным ограничен-
ным управлением. Приводится иллюстративный пример. 
Ключевые слова: оптимальное управление, вырожденная задача, магист-
ральное решение, разрешающая система, семейство уравнений Беллмана. 

 
V.I. Gurman 

 
APPLICATION OF OPTIMALITY CONDITIONS WITH RESOLVING  
SYSTEM PROBLEM FOR THE INVESTIGATION OF DEGENERATE 

OPTIMAL CONTROL PROBLEMS 
 

It is considered the possibility of effective solving degenerate optimal control 
problems with the help of Krotov functions family on the base of sufficient condi-
tions with resolving system as an alternative to known multiple maxima method 
when investigating the turnpike solutions in the problems with bounded linear con-
trol. An illustrative example is given. 
Keywords: optimal control, degenerate problem turnpike solution, resolving 
system, Bellman equations family, multiple maxima method. 

 
Введение 

 
Для решения вырожденных задач  оптимального управления, харак-

терных для систем с линейными управлениями, в [1] разработаны  специ-
альные взаимосвязанные методы преобразований к регулярным задачам 
меньшего порядка (сингулярных расширений) и метод кратных максиму-
мов (МКМ) задания функции Кротова в одноименных достаточных усло-
виях оптимальности. Для систем с ограниченными  линейными управле-
ниями принципиально применим известный метод Беллмана, но соответ-
ствующее уравнение становится нерегулярным, с негладким описанием, в 
то время как  МКМ приводит к системе регулярных уравнений в частных 
производных. Однако с появлением более общих достаточных условий 
[2], где вместо разрешающей функции Кротова используется разрешаю-
щая система, появились новые возможности эффективного решения вы-
рожденных задач, альтернативные методу кратных максимумов. В статье 
рассматривается такая возможность при исследовании магистральных 
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решений, характерных для вырожденных задач с линейным ограничен-
ным управлением. 

 
1. Достаточные условия оптимальности  

с разрешающей системой 
 

Рассматривается общая задача оптимального управления для непре-
рывных систем как задача о минимуме функционала ( )I m  на D : 

[ ]{ ( ), ( ) : ( , , ), , ,

( , ) ( ) , ( , ( ), , ( )) }

I F

n p n p
I I F F

D m x t u t x f t x u t T t t

x u t R t x t t x t R+ +

= = = ∈ =

∈Β ⊂ ∈Γ ⊂

ɺ
 

( , ( ), , ( )).I I F FI F t x t t x t=  

Вводится семейство гладких функций ( , )t xαϕ , α ∈ Α , и функционал 
над этим семейством 

: , { : }, (0) 0,R r Rω ωΖ → Ζ = Α → =  
( ) 0 ( ( )) 0.r rα ω α≤ ⇒ ≤  

Класс таких функционалов обозначим Ω . Строятся конструкции 

( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ),T
x tR t x u t x f t x u t xα α αϕ ϕ= +  

( ) ( ) ( ( , ) ( , )),I IG F α αγ γ ω ϕ ϑ χ ϕ τ ξ= + −  

( , , , ), , , , .nR Rγ τ ξ ϑ χ τ ϑ ξ χ= ∈ ∈  

Теорема 1. Пусть имеются последовательность { }sm D⊂  и система 

( , )αω ϕ  такие, что 

1) 
( , ) ( )

sup ( , , ) 0, ;
x u t

R t x uα α
∈Β

= ∈ Α  

2) ( ( , ( ), ( )) ) 0;
s

s s

T

R t x t u t dtαω →∫  

3) ( , ( ), , ( )) ,I I F F sG t x t t x t l→  
inf{ ( ) : { : ( ), ( )}}.l G xγ γ γ ξ τ ϑ= ∈Γ ∩ ∈ Χ ∈ Χ  

Тогда { }sm  – минимизирующая, и любая минимизирующая последо-
вательность удовлетворяет условиям 2), 3). 

 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
ВЕСТНИК БУРЯТСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА                      2012/1 
 
 

 18 

2. Приложение к исследованию магистральных решений  
вырожденных задач 

 
Рассмотрим характерный класс вырожденных задач 

[ ] 1 2( , ) ( , ) , , , , ( ) ,I F I Ix g t x h t x u t T t t u u u x t x= + ∈ = ≤ ≤ =ɺ  

( ( )) inf .FI F x t= →  

Ограничения на u  легко приводятся к виду u b≤ . 

Соотношения Беллмана для этой задачи 

( , ) 0, ( , ) ( )t x Fh t x b t x F xϕ ϕ ϕΤ+ = = −  

имеют особенность при ( , ) 0x h t xϕΤ =  и не разрешаются непосредст-

венно. Будем искать разрешающую систему ( , )αϕ ω  в виде 

1,2 1 2 1 2, ( ( )) ( , ) max( , ),r r r r rϕ ω α ω= =  

где 1,2ϕ  – решения линейных задач 

1,2( , ) 0, ( , ) ( ).t x Fð t x b t x F xϕ ϕ ϕΤ± = = −  

Функция G  не зависит от χ , т.е. имеет минимум по χ  всюду: 

1 1 21

2 1 2

, 0
max( ) ,

, 0
I I I

F I
I I I

G x αα

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
− − ≤

= − + − = − − ≥
 

( ( , )), 1,2.ixu bsign h t x iϕ Τ= =  
 

Пример. 
 

[ ]1 2 2 2 1( ) , , 1, 0,2 , (0) , (2).x x x u u t x I xξ= = ≤ ∈ = =ɺ  

Здесь 2(( ) ,0), (0,1)g x h= =  функции 1,2ϕ   легко находятся: 

1 2 3 2 3
1,2

1 1
( ) ( ( 2)) .

3 3
x x x tϕ = − ± ± ± − ±  

2
2

1 2, 1,2, 2 / 3 .I Iix
u sign iϕ ϕ ϕ ξ= = − =  

Таким образом, данным условиям удовлетворяют следующие ре-
жимы: 
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2 2

2 2

1, 0, , 1, 0, ,

0, ( ,2], 0, ( ,2]

t t
u u

t t

ξ ξ

ξ ξ

    − ∈ ∈ −    = = 
∈ ∈ −  

 

при 2 0ξ >  и при 2 0ξ <  соответственно. 
 

Заключение 
 

Рассмотренный здесь новый подход к исследованию магистральных 
решений, характерных для вырожденных задач, приводит, в отличие от 
традиционного, но нерегулярного уравнения Беллмана, к комбинации из 
решений семейства регулярных уравнений в частных производных типа 
Беллмана. В случае единственного скалярного линейного управления (ха-
рактерного, например, для квантовых управляемых систем [3, 4]) указан-
ное семейство состоит из двух линейных уравнений с одним и тем же на-
чальным условием. Для их решения эффективен, в частности, метод ха-
рактеристик. 
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ПРОБЛЕМЫ ИНФОРМАЦИОННОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ  
МОДЕЛИ РЕГИОНА∗∗∗∗ 

 
В статье предлагается методический подход к решению междисциплинарных 
информационно-статистических проблем устойчивого развития на основе 
концептуальной социо-эколого-экономической модели с учетом реального 
опыта моделирования регионов.  
Ключевые слова: информационное обеспечение, устойчивое развитие, мо-
делирование, социо-эколого-экономическая модель. 

 
V.I. Gurman, D.Ts. Budaeva 

 
PROBLEMS OF REGION MODEL INFORMATIONAL PROVISION 

 
The article presents a methodical approach to the interdisciplinary information and 
statistical problems of sustainable development solution, based on the conceptual 
socio-ecological-economic model in view of the experience of regions modeling. 
Keywords: information security, sustainable development, modeling, socio-
ecological-economic model. 
 

Введение 
В данной работе анализируются с использованием собственного опы-

та моделирования регионов [1-4] информационные аспекты проблемы, 
связанные с острым дефицитом в официальной статистике систематиче-
ских данных о взаимодействии подсистем единой социо-эколого-
экономической системы.  

Чтобы оценить масштаб данной проблемы, обратимся к одному из ре-
зультатов качественного анализа концептуальной модели [4] – критерию 
осуществимости режима устойчивого развития (как обобщение критерия 
традиционной экономической рентабельности отраслей), куда входят 
матрицы (массивы) прямых производственных затрат, воздействий отрас-
лей на компоненты природной среды социума и затрат на природо-социо-
восстановление. Без этих «междисциплинарных» массивов невозможно 
практически оценить количественно состояние социо-эколого-
экономической системы (страны, региона) и реально ею управлять по 
принципам устойчивого развития, что в подавляющем большинстве от-
сутствуют в официальной статистике. В особенности остро ощущается 
дефицит данных, необходимых для отражения инновационных процессов 
как важнейшего фактора устойчивого развития.  

На рис. 1 представлено схематически информационное отображение 
одной из последних версий социо-эколого-экономической модели [5, 6] . 
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Рис. 1. Социо-эколого-экономическая модель 
 

На этой схеме выделены основные системные блоки: ПРИРОДА, 
ЭКОНОМИКА, СОЦИУМ и ИННОВАЦИИ. Однобуквенные блоки слева 
обозначают необходимые массивы информации о текущем состоянии от-
дельных подсистем, на которые происходит воздействие, социальной (С), 
экономической (Э), природной (П), и о состоянии общего научно-
технического прогресса (И), сверху добавляется информация об управ-
ляющих воздействиях (У), справа – прогнозная информация о будущем 
состоянии. Двухбуквенные блоки должны содержать информацию о 
внутренних взаимодействиях в подсистемах и о взаимодействиях подсис-
тем между собой и с управляющим блоком. Информация о воздействии 
инновационной подсистемы на остальные подсистемы должна содержать-
ся во всех двухбуквенных массивах. Выделены 22 блока (из 24), сравни-
тельно хорошо обеспеченные статистическими данными. Этого явно не-
достаточно. Недостающую информацию (главным образом по взаимодей-
ствиям компонент) необходимо формировать заново. При этом она долж-
на быть выражена в согласованных терминах, понятиях и единицах. 

С другой стороны, при выполнении этих жестких требований мы получим 
значительную свободу в создании механизмов управления на разных уровнях 
и тем самым в решении собственно проблем устойчивого развития. 

Модель, описанную в [4], можно рассматривать и как четкую схему 
формирования необходимой информации, и как инструмент эффективно-
го ее использования на основе многовариантного анализа, в частности для 
поиска оптимальных стратегий устойчивого развития. Имеющийся опыт 
приложений ее предшествующих версий [1-4] подсказывает следующие 
необходимые шаги по реализации данного подхода:  
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1) разработать иерархический набор показателей состояния подсисте-
мы окружающей среды и природных ресурсов и аналогичный набор для 
социальной подсистемы;  

2) разработать методики формирования таблиц параметров концепту-
альной модели, исходя из их содержательного смысла с использованием 
разнообразных документальных источников, целенаправленных эмпири-
ческих исследований и экспертных оценок;  

3) реализовать разработанные методики и обеспечить хранение, под-
держание и обновление полученных данных. 

Уникальность рассматриваемых объектов – регионов различного 
масштаба исключает возможность получения данных с помощью таких 
«естественных» процедур, как наблюдение в различных ситуациях или 
специально организованные эксперименты, обеспечивающие необходи-
мое разнообразие ситуаций. Единственно приемлемый путь здесь – это 
декомпозировать модель – объект на отдельные взаимодействующие эле-
менты (операторы), не являющиеся уникальными. Тогда появится воз-
можность проводить над ними необходимые эксперименты в тех услови-
ях, которые соответствуют условиям их взаимодействия в системе.  

«Эксперимент» здесь следует понимать достаточно широко: это любая 
процедура, позволяющая восстановить искомый оператор: реальный экс-
перимент, анализ литературных данных, экспертные оценки и т.п. Такую 
процедуру, содержащую, по существу, требования к данным, позволяю-
щим восстановить искомый оператор, будем называть абстрактным 
экспериментом. 

Наиболее простым представляется абстрактный эксперимент, постро-
енный путем аппроксимации искомого оператора линейной структурой, 
важнейшим свойством которой является минимальная потребность в ин-
формации по сравнению с более сложными представлениями. 

Пусть объект описывается на заданном отрезке времени приближенно 
линейным уравнениям с постоянными коэффициентами 

              ( ) ( ),,,,, 21 kxxxxxxQx …ɺ =−= ∗                             (1) 

где x  – вектор, ∗x  – его заданное (опорное) значение ( )nxnQ − – 
матрица.  

Цель эксперимента – определение элементов матрицы Q . Диагональ-

ные элементы матрицы Q  определяются по формуле 

                         

,ln
1

iiiI

iiF

IF
ii Rx

xx

tt
q

∗

∗

−
−

−
=                              (2) 

поэтому для проведения однокомпонентного абстрактного экспери-
мента требуется: 

- задать (определить) продолжительность эксперимента – время Ft ; 
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- задать (измерить) начальное состояние ( )0ix ; 

- определить невозмущенные значения ∗∗ ji xx , ; 

- обеспечить поддержание всех других компонентов jx , ji ≠ , в со-

стоянии ∗jx  в течение времени Ft . Затем определяются внедиагональные 

элементы матрицы Q  по формуле 

                             

( ) ( )

( ) ( )( ) .
1

ii F I

ii F I

q t t
iF i iI i

ij iiq t t
j j

x x x x e
q q

x x e

−
∗ ∗

−
∗

− − −
=

− −
                     (3) 

Многокомпонентный эксперимент представляет собой процедуру по 
определению матрицы Q  в целом в соответствии с известной формулой 

( ) ( )( ) ( )( )11
lnF I I FQ t t X t X X t X

−−
∗ ∗= − − − , 

где X  – квадратная матрица, составленная из векторов x  как столб-
цов, при этом векторы ( )Itx  задаются как линейно независимые. Прово-
дится серия из n  экспериментов над объектом в целом при различных 
линейно независимых ( )Itx  продолжительностью IF tt −  и наблюдаются 

соответствующие значения векторов ( )Ftx . 
Аналогично могут быть построены абстрактные эксперименты для 

моделей, учитывающих внешние воздействия u , включая управляющие: 

( ) ( ) ( )1 2, , , , kx Q x x R u u u u u u∗ ∗= − + − =ɺ … , 

где ( )R n k− ×  – матрица. 

С учетом этих соображений, используемые в [1-5] версии региональ-
ной модели как нелинейной в целом динамической системы представлены 
в квазилинейной форме, аналогичной общепринятой форме для модели 
динамического межотраслевого баланса:  

( )( ) ( )( ), ,x Q x u x x R x u u u∗ ∗= − + −ɺ . 

Их полная линеаризация получается «объявлением» функций ( ),Q x u  

и ( ),R x u  константами в определенных областях пространства состояний-

воздействий. В целом такой подход можно рассматривать как последова-
тельную кусочно-линейную аппроксимацию нелинейной модели, кото-
рую можно использовать, «встраивая» ее в итерационную схему улучше-
ния управленческих решений.  

Как показывает имеющийся опыт, невозможно желаемые методики 
(процедуры) дать во всех деталях априори. В этих условиях работа пред-
метных специалистов по идентификации представляется как творческий 
процесс, направляемый абстрактными экспериментами как целеполагаю-
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щими установками и включающий самые разнообразные подходы. Важ-
ную роль должны играть социологические опросы и экспертные процеду-
ры. В этих случаях абстрактный эксперимент интерпретируется как со-
держательный вопрос респондентам.  

Как показывает опыт [2, 3],  подобная работа лучше всего выполняет-
ся скоординированным междисциплинарным коллективом, состоящим из 
предметных специалистов и математиков. Последним отводится роль су-
первизоров и интерпретаторов, входящих в уравнения величин. Осталь-
ные специализированные группы получают задания по нахождению па-
раметров и всех необходимых величин, в том числе междисциплинарного 
характера, которые при распределении заданий номинально отнесены к 
их компетенции. 

Представляется перспективным с точки зрения информационного 
обеспечения разрабатываемый многоуровневый программно-
информационный комплекс (рис. 2), поскольку на нижнем уровне нахо-
дятся модели в основном монодисциплинарные, сравнительно хорошо 
обеспеченные информацией, которую можно трансформировать по опре-
деленным правилам агрегирования в информацию следующих уровней, в 
том числе уровня социо-эколого-экономической модели.  

 

Система регионального моделирования 
 

 
Рис.2. Программно-информационный комплекс 

 

Представленные выше схемы абстрактного эксперимента дают основу 
для разработки конкретных содержательных методик. Методики, относя-
щиеся к социо-экологическим блокам и подверженные влиянию иннова-
ций, могут ориентироваться на сравнительный анализ различных регио-
нов с различными ожидаемыми значениями указанных соответствующих 
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индексов, их подсчета на основе серий выборочных измерений, социоп-
сихологического анкетирования и т.п. 

Заключение 
Таким образом, рассматриваемый подход, основанный на использова-

нии концептуальной модели, предполагает формирование большого ко-
личества данных междисциплинарной природы, что требует организации 
взаимодействия разнородных предметных специалистов. Междисципли-
нарное исследование в этом отношении должно больше напоминать рабо-
ту над проектом, роль которого как раз и должна выполнять концептуаль-
ная математическая модель.  
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МЕТОД ПОДДЕРЖКИ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ  
В МАЛЫХ ГРУППАХ 

 
Рассматривается задача принятия компромиссных решений в малых группах. 
Предлагается принцип согласования и основанный на нем метод (М-метод), 
обеспечивающие разрешение парадоксов Кондорсе и Борда. Приведен при-
мер применения предлагаемого метода, описаны его свойства и осуществле-
но сравнение с другими методами группового выбора. 
Ключевые слова: групповой выбор, малые группы, компромиссное реше-
ние, принцип согласования. 

 
G.S. Maltugueva, A.Y. Yurin  

 
METHOD OF DECISION-MAKING IN SMALL GROUPS  

 
The problem of decision-making in small groups is considered. The aggregation 
principle and the new method (М-method) are proposed, the method provides 
solution of the Condorcet and Borda paradoxes. An example of application of M-
method, description of M-method’s properties and it comparison with other 
methods of a group decision-making are presented. 
Keywords: group decision-making, small groups, method, compromise decision, 
aggregation principle.  
 
Введение. В процессе деятельности малых групп [1] (комиссий, коми-

тетов) возникает необходимость принятия решения, в частности голосо-
вания. При этом решение должно отражать мнения всех членов группы, 
т.е. агрегировать их индивидуальные предпочтения и быть компромисс-
ным. В ряде случаев [2-4] недостаточно выделить лучший вариант реше-
ния проблемы, но требуется упорядочить все возможные варианты в по-
рядке убывания их предпочтительности.  

При определенных профилях индивидуальных предпочтений (сово-
купности мнений участников выбора) известные методы формирования 
отношения группового предпочтения не обеспечивают получения реше-
ния или полученное решение противоречит мнению некоторых членов 
группы (коллектива) [2, 4, 5]. В связи с этим разработка новых методов 
формирования отношения группового предпочтения является одной из 
актуальных проблем в области группового принятия решений и голосова-
ния [1, 6]. В работе предлагается метод формирования компромиссного 
решения, разрешающего такие парадоксы голосования, как парадокс 
Кондорсе и парадокс Борда. 

Постановка задачи группового (коллективного) выбора. Обозна-
чим через A– множество альтернатив с числом элементов n: 

( )1 2, , , nA A A A= … , индивидуальные предпочтения участников выбора: 
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jR , 1,j m=  заданы качественно – набором бинарных отношений нестро-

гого предпочтения :j j
i kQ AQ A : i kA A≻  или i kA A≈ , где ,≈≻  – отношения 

строгого предпочтения и эквивалентности соответственно, т.е. 

{ },jQ = ≈≻ . Информация об индивидуальном  предпочтении каждого 

члена группы представляется в форме обобщенной ранжировки с указа-

нием равноценности 
1 2 31 2 3 1...

n

j j j j j
i i i n iR A Q A Q A Q Q A−= , где { },jQ = ≈≻  

1, 1nα∀ = − . Совокупность индивидуальных предпочтений всех 
членов группы образует профиль индивидуальных предпочтений, кото-

рый представляет собой m-мерный кортеж ранжировок: ( )1 , , mR R R= … .  

Способ обработки индивидуальных предпочтений представляет собой 
оператор, который отображает пару A,R  на отношение группового  

(коллективного) предпочтения ( )m
agg RRFR ,,1

…= : aggRRA →, , где 

законы отображения представляют собой методы формирования отноше-
ния группового предпочтения [4, 7]. 

Принцип согласования и метод решения задачи группового выбо-
ра. В основе каждого метода формирования отношения группового пред-
почтения лежит принцип – некое правило или набор правил, согласно ко-
торому происходит определение лучшей альтернативы (порядка предпоч-
тительности альтернатив). 

 В [8] было предложено использовать в качестве принципа согласова-
ния «способ сужения множества Парето, основанный на усилении отно-
шения предпочтения [9]». Данный принцип позволил [8]: «представить 
задачу группового выбора как игру, в которой каждая из альтернатив 
(кандидат) приводит сначала наиболее убежденных своих сторонников, 
затем менее убежденных и т.д., причем на каждое такое предъявление 
противники должны стараться, как минимум, адекватно ответить. Аль-
тернатива, постоянно уступающая в таком поединке, выбывает. При этом 
в зависимости от ситуации она либо усиливает позиции победившей ее 
альтернативы и/или помогает остальным альтернативам в борьбе с ней». 
Формализованная идея принципа программно реализована [8,10]. При 
решении тестовых примеров из [2] принцип оказался менее эффективен, 
чем принцип Кондорсе: в ряде примеров отношение группового предпоч-
тения не было получено, в то время как принцип Кондорсе позволял его 
получить. В связи с этим был сделан вывод о необходимости модифика-
ции принципа для обеспечения возможности решения данных примеров и 
разрешения парадоксов Кондорсе и Борда. 

Модификация принципа согласования. Модификация вышеизло-
женного принципа согласования состоит в следующем: 
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1. Представление принципа согласования в виде процедуры попарного 
сравнения несовпадающих альтернатив. При этом каждой альтернативе 
ставится в соответствие n-мерный вектор ( )1 2, , ,i i i inA a a a↔ … , где ia  – 

количество участников выбора, расположивших рассматриваемую аль-

тернативу iA  на j-е место в ранжировке ( )nji ,1, = , n – число альтернатив. 
Тогда процедура сравнения представляет собой покоординатное  (поком-
понентное) сравнение векторов ( )inii aaa ,,, 21 …  и ( )jnjj aaa ,,, 21 … , харак-

теризующих несовпадающие альтернативы. Если по всем координатам 
(компонентам), кроме последней iA  не хуже jA , и значение последней 

координаты (компоненты вектора) iA  строго меньше значения соответст-

вующей координаты вектора jA , то iA  доминирует jA ( ji AA ≻ ). Худшие 

(доминируемые) альтернативы исключаются из дальнейшего рассмотре-
ния, из них формируется множество доминируемых альтернатив L . 

В ходе применения принципа все альтернативы делятся на три множе-
ства: 

• множество доминируемых (худших) альтернатив ( L ): 

⇔∈ LA j  jlil aa ≥  и jnin aa < 1,1 −=∀ nl jinjni ≠==∀  :,1 ,,1  

(альтернатива iA  предпочтительнее альтернативы jA ). 

• множество эквивалентных (равноценных) альтернатив ( Eq ): 

nlaaEqAAAA jliljiji ,1 ,: =∀=⇔∈≈  

(альтернативы iA  и jA  эквивалентны или равноценны). 

• множество несравнимых альтернатив ( In ) содержит альтернативы, 
не принадлежащие ни множеству доминируемых, ни множеству эквива-
лентных альтернатив. 

2. Дополнение принципа согласования правилами сохранения пре-
имущества, которые позволяют учитывать преимущество одной альтерна-
тивы над другой. Правила позволяют переносить превышение (разницу) 
значения координаты вектора, описывающего альтернативу, на следую-
щую координату. Т.е. если   

• jkik aa > 2,1 −=∀ nk , то ( )11,1, −−+= +÷ jkikkiki aaaa ; 

• если 1,1, −− > njni aa , то ( )11,1, −−+= −− njnijnjn aaaa . 

Полученный модифицированный принцип согласования индивиду-
альных предпочтений отличается от известных учетом всех (не только 
первой) позиций альтернативы в индивидуальных предпочтениях и нали-
чием правил сохранения преимущества.  

М-метод. На основе модифицированного принципа согласования ин-
дивидуальных предпочтений разработан метод формирования отношения 
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группового (коллективного) предпочтения – М-метод. Опишем его в виде 
последовательности шагов (алгоритма): 

Шаг 0. Пусть t – номер итерации, 1=t . 
Шаг 1. Построение матрицы ранжировок S и матрицы эквивалент-

ности  D по исходным данным (индивидуальным предпочтениям): 

( )ijsS =  1,1 += ni , kj ,1= , mk ≤ , где n – число альтернатив, m – чис-

ло участников выбора (экспертов), ( inii sss ,,, 21 … ) – ранжировка i-го 

эксперта ( iPr ), 1, +nis – количество ранжировок такого вида: 

 ,1 , ,1 ),( kjnidD ij ===













−

−

=

ности.эквивалент      

группу одну    в  ни  входит не  если0

; входит  которую  в эксперта, го-      

 для  остиэквиваленн  группы  номер

i

i
ij A

Aj

g

d  

DDSS tt ==  , .  

Шаг 2. Формирование матрицы приведенных номеров tE  на основа-

нии матриц tS  и tD , где t
ije  – порядковый номер альтернативы iA  в ран-

жировке jPr . 

Шаг 3. Построение квадратной матрицы сравнения tC  по матрице 
tE , где t

ijc  – количество экспертов, поставивших альтернативу iA  на j -е 

место. 

Шаг 4. Анализ матрицы tC : если в матрице все элементы равны, то 
переход на шаг 0 с рекомендацией изменения исходных данных: множе-
ства альтернатив или ранжировок путем их увеличения или сокращения. 

Шаг 5. Применение нового принципа согласования для расширения 

множества доминируемых альтернатив tL  новыми худшими альтернати-
вами с помощью нового принципа согласования: 

⇔∈ t
i LA t

ni
t
in

t
ji

t
ij aaaa ,1,1  и  ++ >≤ . njni ,1 1,1 =∀−=∀ . 

Шаг 6. Анализ множества доминируемых альтернатив tL : если  

1−= nLt , то переход на шаг 10, т.к. решение найдено; если 1−= tt LL , то 

переход на шаг 9, т.к. невозможно расширить множество доминируемых 
альтернатив с помощью нового принципа согласования и необходимо 
применить к оставшемуся множеству альтернатив другие принципы со-
гласования. 
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Шаг 7. Удаление из индивидуальных предпочтений (ранжировок) 

альтернатив, входящих в tL . 
Шаг 8. 1+= tt , переход на шаг 1. 
Шаг 9. Применение на множестве оставшихся альтернатив методов: 

Нансона, Кумбса, Фишберна [4] с последующим переходом на шаг 10. 
Шаг 10.Окончание работы: отображение результатов. 
Пример применения М-метода. Рассмотрим работу алгоритма на 

примере профиля индивидуальных предпочтений, приводящего к возник-
новению парадокса Кондорсе [11]. Пусть задано 3 альтернативы 

( )cbaA ,,= , профиль индивидуальных предпочтений представлен в таб-
лице 1. 

 
Таблица 1  

Исходный профиль индивидуальных предпочтений 
 

Индивидуальные  
предпочтения 

Количество  
голосующих 

cba →→  8 
acb →→  7 
bac →→  6 

 
Необходимо построить отношение группового предпочтения. 
Решение: 
Итерация 1: 

1=t ; матрица ранжировок 
















=
6

7

8

  1

bac

acb

cba

S ; 

в данном случае все альтернативы строго упорядочены, поэтому мат-
рица эквивалентности является нулевой, опустим ее из рассмотрения; 

матрица приведенных номеров 
















=
6

7

8

  

132

213

321
1E ; 

матрица сравнения 
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)(
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867

786

678
1

c

b

a

C
















= . 

В результате сравнения альтернатив ( )6,7,8=a  и ( )8,6,7=c  получаем: 

a доминирует c ( 1Lcca ∈⇒≻ ).  
После удаления альтернативы c из индивидуальных предпочтений по-

лучим профиль, представленный в таблице 2. 
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Таблица 2  
Измененный профиль индивидуальных предпочтений 

 
Индивидуальные предпочтения Количество голосующих 

ba →  8 
ab →  7 
ba →  6 

 
Итерация 2: 

2=t ,
















=
6

7

8

 2  

ba

ab

ba

S , 
















=
6

7

8

  

21

12

21
2E , 

)(

)(
 

147

7142

b

a
C 








= . 

Результат сравнения: 2Lbba ∈⇒≻ : { }bLL ∪= 12 .  
Окончательный результат (отношение группового предпочтения):  

cba →→  
Принцип Кондорсе в данном примере приводит к получению нетран-

зитивного отношения группового предпочтения:  acba →→→ . Резуль-
тат применения метода Борда не однозначен: cba →≈ . Решение, полу-
ченное с помощью М-метода, транзитивно и однозначно (строго упорядо-
чено). 

Свойства М-метода и его сравнение с другими. В качестве основ-
ных свойств методов формирования отношения группового предпочтения 
выделяют [11] следующие: 

1. Единогласие – если альтернатива iA  лучше альтернативы jA  для 

всех членов коллектива, то jA  не может стать лучшей альтернативой в 

групповом предпочтении. Выполняется для М-метода, т.к. значение те-
кущей координаты, кроме последней, вектора-характеристики альтерна-
тивы iA  больше (как минимум, на 1), чем соответствующая координата 

вектора-характеристики альтернативы jA . Последняя же координата у iA  

равняется 0, а у jA  может быть отлична от 0. 

2. Анонимность – если 2 участника выбора поменяются индивидуаль-
ными предпочтениями, то результат не изменится. Выполняется для М-
метода. 

3. Нейтральность – если в индивидуальных предпочтениях поменять 
местами А и В, то соответствующим образом изменится и результат. Вы-
полняется для М-метода. 

4. Монотонность – улучшение позиции лучшей альтернативы в инди-
видуальных предпочтениях не приведет к ее проигрышу. Выполняется 
для М-метода, т.к. улучшение позиции альтернативы в индивидуальных 
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предпочтениях увеличивает значения первых координат вектора характе-
ристики, что, в свою очередь, в соответствии с принципом согласования, 
усиливает степень предпочтительности  данной альтернативы в процессе 
сравнения с другими альтернативами. 

5. Учет мнений всех участников коллектива. Выполняется для М-
метода. 

6. Неманипулируемость – не выполняется ни одним из известных ме-
тодов (теорема невозможности Эрроу [2-5]). 

Результаты сравнения методов и М-метода приведены в таблице 3.  
 

Таблица 3  
Сравнительный анализ методов 

 

Свойства 

Название метода 

ед
и
н
о
гл
ас
и
е 

ан
о
н
и
м
н
о
ст
ь
 

н
ей
тр
ал
ь
н
о
с
ть

 

м
о
н
о
то
н
н
о
ст
ь
 

у
ч
ет

 в
се
х
 м
н
ен
и
й
 

Количество 
свойств 

Мажоритарные правила 
Правило относительного 
большинства 

+ +  +  3 

Правило абсолютного 
большинства 

+ + + +  4 

Методы, состоятельные по Кондорсе 
Метод Кондорсе + + + + + 5 
Метод Симпсона + +  + + 4 
Метод Коупленда  + + + + 4 

Методы подсчета очков 
Метод Борда  + +  + 4 
Модификация метода Борда + + +  + 4 
Метод антибольшинства  + +  + 3 

Гибридные методы 
Метод Нансона + + +  + 4 
Метод Фишберна + + + + + 5 
Метод Кумбса + + + +  4 
М-метод + + + + + 5 

 
На основе результатов сравнения методов можно утверждать:  
1. М-метод по своим свойствам близок принципу Кондорсе, но в 

большей степени ориентирован на поиск компромисса и учет мнений (ин-
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дивидуальных предпочтений) всех участников выбора и позволяет разре-
шить парадокс Кондорсе (получение нетранзитивного отношения пред-
почтения).  

2. Несмотря на превосходство М-метода над некоторыми методами, 
существуют профили индивидуальных предпочтений (например, равное 
количество ранжировок, образующих цикл), для которых он не является 
решающим. В этих случаях предлагается применять  М-метод в комплек-
се с другими гибридными методами. 

 Заключение. Эффективное принятие решений в малых группах тре-
бует применения  специализированного математического обеспечения в 
виде методов построения отношения группового предпочтения.  

В данной работе предложен новый принцип согласования индивиду-
альных предпочтений и построенный с его помощью метод формирова-
ния отношения группового предпочтения (М-метод), приведен модель-
ный пример и сравнение с другими методами.  

Применение М-метода позволит разрешить ряд парадоксов, в том 
числе парадокс Кондорсе (получение нетранзитивного отношения пред-
почтения) и парадокс Борда (проигрыш альтернативы, самой предпочти-
тельной более чем для половины членов группы). Однако существуют 
профили индивидуальных предпочтений, при которых М-метод не явля-
ется решающим. В связи с этим предлагается его использовать только в 
комплексе с другими методами группового выбора. 

В случаях профилей индивидуальных предпочтений с равным количе-
ством ранжировок, образующих цикл, решение не может быть найдено ни 
одним методом. В таких случаях необходимо изменить постановку задачи 
– сократить или расширить множество альтернатив/ранжировок. 
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МЕТОДЫ УЛУЧШЕНИЯ УПРАВЛЯЕМЫХ ПРОЦЕССОВ 

 
В статье дан краткий обзор приближенных методов оптимального управле-
ния и идей, лежащих в их основе. Изложение ведется в терминах постановок 
задач оптимизации и улучшения управления в стандартной форме для непре-
рывных управляемых систем. Рассмотрены методы первого и второго поряд-
ков, а также методы глобального улучшения. 
Ключевые слова: оптимизация, оптимальное управление, улучшение, при-
ближенные методы. 

                                                                                                              
I.V. Rasina 

 
METHODS OF IMPROVEMENT CONTROL PROCESSES 

 
The article gives a brief overview of approximate methods of optimal control and 
the ideas underlying them. Material is presented in terms of optimization and 
improvement control problems in the standard form for continuous control systems. 
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The first and second orders methods and methods of global improvement are 
considered. 
Keywords: optimization, optimal control, improvement, approximate methods. 

 
Введение  

 
Практическое использование современной теории оптимального 

управления  ограничено сложностями реализации теоретических соот-
ношений, описывающих искомое решение.  Это послужило мотивом 
для разработки численных методов, позволяющих искать оптимальное 
решение напрямую, посредством операций улучшения управления, по-
вторяемых в итерационной процедуре. В числе основоположников Р. 
Курант [1], Д.Е. Охоцимский и Т.Н. Энеева [2, 3], Л.В. Канторович [4], 
Л.И. Шатровский [5], Дж. Келли [6], в работах которых нашли разви-
тие градиентные методы. Т.к. эти методы широко представлены в на-
учной и учебной литературе, подробно их рассматривать не будем, со-
славшись, например, на книгу Ф.П. Васильева [7]. Они относятся к ка-
тегории методов первого порядка, которые, как правило, демонстри-
руют снижение эффективности по мере приближения к оптимуму, что 
заставило обратиться к более сложным схемам, в частности к методам 
второго порядка [8–11]. 

Цель данной статьи – дать краткий обзор и сравнительный анализ ме-
тодов улучшения  второго порядка, а также нелокальных методов, осно-
ванных на достаточных условиях оптимальности Кротова [12],  и родст-
венных методов, использующих основы принципа максимума Понтрягина 
[13] и его обобщений, не затрагивая многих других приближенных мето-
дов, составляющих обширную, ставшую самостоятельной, область иссле-
дований. С ними можно познакомиться подробно по специальным обзо-
рам. Для краткого ознакомления можно рекомендовать обзор, содержа-
щийся в [14].  

Изложение ведется в терминах следующей постановки задачи оптими-
зации и улучшения управления в стандартной форме для непрерывной 
системы 

( , , ), [ , ],I Fx f t x u t T t t= ∈ =ɺ                                       (1) 

, ( , ) .n px R u U t x R∈ ∈ ⊂                                         (2) 

Предполагается, что It , ( )I Ix t x= , Ft  фиксированы. Задан функционал 

как функция конечного состояния ( ( ))FI F x t= . 

Задача оптимизации состоит в поиске последовательности { }sm D∈ , 
минимизирующей функционал, где D  – множество процессов 

( ( ), ( ))m x t u t= , удовлетворяющих (1) и (2). Построение минимизирующей 
последовательности может вестись через решение задачи улучшения, в 
которой задан некоторый элемент Im D∈ . Требуется найти элемент 
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IIm D∈  на котором I  меньше: ( ) ( )II II m I m< . Решая эту задачу итераци-
онно, можно построить улучшающую, в частности минимизирующую, 
последовательность { }sm . Задача рассматривается при естественных для 
практики предположениях: непрерывность функций ( , , ), ( )f t x u F x  и 

многозначного отображения ( , )U t x , кусочная непрерывность ( )u t , ку-
сочная гладкость ( )x t . 

 
1. Методы на основе достаточных условий оптимальности 

 
Идея этих методов состоит в сведении задачи улучшения к задаче 

приближенной оптимизации в окрестности заданного элемента Im D∈  
путем аппроксимации функции Кротова и условий Кротова – Беллмана 
[15]  в указанной окрестности. При этом требуется, чтобы улучшенное 
решение находилось в той же окрестности. Для этого применяется прин-
цип локализации [9, 16], который состоит в следующем. 

Вводится вспомогательный функционал:  

2 2 21 1
(1 ) (1 ) ( ) ,

2 2

F

I

t

F

t

I I x u dt x tα α α β β
 

 = + − ∆ + − ∆ + ∆ 
  

 
∫  

0 1, 0 1, ( ), ( ).I Ix x x t u u u tα β≤ ≤ ≤ ≤ ∆ = − ∆ = −  

В этой конструкции содержатся «штрафы» за отклонение от Im  по со-
стоянию и управлению с коэффициентами α  и β  соответственно. Выбор 
весовых коэффициентов позволяет регулировать близость соседних при-
ближений. Показано, что минимизация этого функционала при опреде-
ленном выборе весовых коэффициентов приводит к уменьшению исход-
ного функционала по сравнению с его значением на элементе Im , т.е. к 
улучшению этого элемента. Если при этом положить 1β = , то получается  
сильное улучшение, а при β  достаточно малом – слабое улучшение.  Со-
отношения Кротова-Беллмана  и их аппроксимации рассматриваются 
применительно к  вспомогательному функционалу.  

При применении тейлоровской аппроксимации с точностью до малых 
второго порядка включительно получаются методы улучшения второго 
порядка со следующими уравнениями:  

( )I I I
x p pHψ σ= − − −ɺ H H , ( ) ( ( )) (1 )I

F x Ft F x t Eψ α σ α= − − − ,            (3) 
I I I I
xx px xp ppσ σσ σ σ= − − + +ɺ H H H H , ( ) ( ( ))I

F xx Ft F x tσ α= − ,             (4) 
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( , ) ( , ,( ( ) ( ( ))))Iu t x u t x t x x tψ σ= + −ɶ ,    

                                 
( , )

( , , ) argmax ( , , , )
u U t x

u t x p H t x p u
∈

= ,                                      (5) 

( , )
( , , ) max ( , , , )

u U t x
t x p H t x p u

∈
=H , 

2 21
( , , , ) ( , , ) (1 )( | | (1 ) | | )

2
H t x p u p f t x u x uα β β′= − − ∆ + − ∆ . 

Здесь ψ  и σ  соответственно градиент и матрица вторых производ-

ных функции Кротова по компонентам x  на опорной траектории, I
xH , 

I
pH , IH p , I

x xH , I
pxH , I

ppH , xF , x xF  – матрицы первых и вторых произ-

водных соответствующих функций по x  и p , подсчитанные на траек-

тории  ( )Ix t . Предполагается, что это кусочно-непрерывные функции 
времени.  

Уравнения (3) – (5) пригодны как для сильного, так и для слабого 
улучшения. Однако при достаточно малом β , соответствующем сла-
бому улучшению, операцию максимума в (5) можно выполнять при-
ближенно, по аналитической формуле максимума вогнутой линейно-
квадратической функции, аппроксимирующей зависимость H  от u , 
учитывая малость u∆ . 

Матричное уравнение Риккати (4) может иметь особую точку внутри 
отрезка T  при 1α = , что соответствует неоптимальной экстремали Пон-
трягина. В этом случае предложена специальная процедура улучшения 
такой экстремали путем сдвига особой точки в начало отрезка за счет из-
менения α  [10, 16]. 

Если положить 0σ =  в уравнениях (3), (4), то получаются методы 
первого порядка, отличные от градиентного.  

В [10, 17, 18] по тем же принципам построены аналоги этих мето-
дов улучшения для дискретных и дискретно-непрерывных процессов и 
соответствующие итерационные алгоритмы. Предложены также их мо-
дификации, ориентированные на высокопроизводительные параллель-
ные вычисления и основанные не на локальной, а на среднеквадрати-
ческой  аппроксимации соотношений Кротова-Беллмана на выбранной 
сетке узлов [19]. 

 
2. Метод нелокального улучшения Кротова 

 
В рамках теории В.Ф. Кротова [11, 20] также был сформулирован 

подход к нелокальному улучшению на основе достаточных условий оп-
тимальности и улучшения. В них используется обобщенный лагранжиан, 
который строится с помощью неопределенной функции ( , )t xϕ  следую-
щим образом: 
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( ( )) ( , , )
F

I

t

F

t

L G x t R t x u dt= − ∫ , 

( , , ) ( , , )x tR t x u f t x uϕ ϕ′= + , ( ) ( ) ( , ) ( , )F I IG x F x t x t xϕ ϕ= + − . 

Функция ϕ  задается так, что функционал L  на заданном элементе Im  
имеет максимум без учета дифференциальной связи. Тем самым получа-
ется бесчисленное множество элементов, уменьшающих L , из которого 
затем выбирается нужный элемент .IIm D∈  Из этого следует, что 

( ( ), ( )) ( ( ), ( )).I I II III x t u t I x t u t≥  Равенство получается, когда Im – экстре-
маль Понтрягина. 

В работе [11] функция ϕ  выбирается в классе линейно-

квадратических 
1

( , ) ( ) ( )
2

t x t x x t xϕ ψ σ′ ′= +  так, чтобы соответствующие 

линейно-квадратические аппроксимации функций R  и G  имели доста-
точно острые экстремумы. Улучшающее управление находится из ус-
ловия максимума заданной таким образом функции R, т.е. по форму-
лам метода сильного улучшения (5), но σ  получается из линейного 
матричного уравнения вместо уравнения Риккати в методе сильного 
улучшения, что несомненно упрощает реализацию, но не дает возмож-
ности улучшить неоптимальную экстремаль Понтрягина.  

Достаточно простые и эффективные алгоритмы улучшения полу-
чаются для класса систем, линейных по состоянию, если выбирать 
функцию ϕ  также в классе линейных: ( , ) ( )t x t xϕ ψ ′=  [20]. Такие алго-
ритмы успешно применяются в задачах управления квантовыми систе-
мами [20, 21]. 

Другой подход, развиваемый интенсивно в настоящее время [22], со-
стоит в том, чтобы задавать функцию ϕ  из условий 

( , ( ), ( )) 0IR t x t u t = ,  [ , )I Ft t t∈ ,  ( ) ( , )I IG x t xϕ= − . 
т.е. как решение задачи Коши для линейного уравнения в частных 

производных 
'
( , ) ( , , ( )) ( , ) 0It x f t x u t t x

x t

ϕ ϕ∂ ∂+ =
∂ ∂

, ( ) ( , ) 0FF x t xϕ+ = . 

Для специальных классов задач, таких, например, как линейные 
или линейно-квадратические по состоянию, эта задача сводится к зада-
че Коши для системы обыкновенных линейных дифференциальных 
уравнений относительно коэффициентов функции ϕ .  
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3. Связь с другими методами нелокального улучшения 
 

В работе [23] предлагается подход к задаче улучшения, основанный на 
формулах приращения минимизируемого функционала без остаточных 
членов. Он приводит к серии методов первого-второго порядка для сис-
тем линейных и квадратичных по состоянию. Эти методы обладают свой-
ством нелокального улучшения без варьируемых параметров. Основные 
уравнения метода второго порядка 

( , ( , ), ( ), ),

' ( , ) ( , ) ( , ( , ), ( ), ) ,

( ) ( ( , )), ( ) ( ( , ))

x

x x x x

F x F F x x F

H x t u u t t

f t u f t u H x t u u t t

t F x t u t F x t u

ψ ψ
σ σ σ ψ
ψ σ

= −
= − − −

= − = −

ɺ

ɺ

формально совпадают с уравнениями метода Кротова – Фельдмана 
[11], где линейное матричное уравнение представляет собой вторую 
сопряженную систему, предложенную в свое время в [24], а улучшаю-
щее управление определяется также в результате нелокальной опера-
ции (5). 

 Для нелинейных задач аналогичные процедуры улучшения органи-
зуются посредством линеаризации с введением параметров, опреде-
ляющих наиболее эффективный отрезок нелокального варьирования 
управления либо шаг локального варьирования на всем временном от-
резке.  

Непосредственным продолжением работы [23] являются работы 
[25, 26]. Если в [23] для представления приращения функционала ис-
пользуется  векторно-матричная сопряженная система, то в [25] стро-
ятся сопряженные системы произвольного, k -го порядка. Это приво-
дит к нелокальному методу улучшения полиномиальных по состоянию 
функционалов без настроечных параметров. Для нелинейных систем 
общего вида такие параметры, как и в [23], необходимы. 

 
Заключение 

 
Во всех рассмотренных методах эффективное улучшение некоторо-

го заданного процесса достигается за счет аппроксимации точного 
представления изменения функционала в окрестности этого процесса 
упрощенной моделью, допускающей достаточно простые, в частности 
аналитические, решения. Различные реализации этой идеи приводят 
естественно к различным методам улучшения и их модификациям со 
своими преимуществами и недостатками. Достоинством методов нело-
кального улучшения является отсутствие настроечных параметров для 
достаточно широкого класса задач (линейных, линейно-
квадратических, линейно-полиномиальных по состоянию) ценой ис-
пользования специальных сопряженных систем той или иной сложно-
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сти. Линейное уравнение в частных производных в глобальном методе 
Кротова можно рассматривать как «предельный случай» такой сопря-
женной системы, обеспечивающей нелокальное улучшение без настро-
ек управления произвольной нелинейной системой. В качестве недос-
татка можно отметить отсутствие в общем случае гарантии сходимости 
хотя бы к локальному минимуму. В этом отношении преимущество 
имеют как раз методы, основанные на аппроксимации уравнения 
Беллмана, гарантирующие при естественных предположениях сходи-
мость к локальной минимали и обеспечивающие приближенно-
оптимальный синтез управления в ее окрестности, а их недостатки – 
наличие настроечных параметров и большая сложность реализации на 
итерациях (например, необходимость решения нелинейного уравнения 
Риккати вместо линейного матричного уравнения). 

При решении практических задач имеет смысл разумно комбиниро-
вать указанные методы и их модификации. На начальных итерациях целе-
сообразно применять более простые и эффективные методы нелокального 
улучшения, прежде всего – методы первого порядка, а на завершающем 
этапе использовать методы сильного или слабого улучшения и их средне-
квадратические аналоги. 
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УЛУЧШЕНИЕ ИМПУЛЬСНЫХ ПРОЦЕССОВ  
НА ОСНОВЕ ДИСКРЕТНО-НЕПРЕРЫВНОЙ МОДЕЛИ∗∗∗∗ 

 
В статье предлагается интерпретация импульсных процессов в виде модели 
дискретно-непрерывного процесса. Для такого представления на основе ана-
лога достаточных условий оптимальности Кротова строится метод улучше-
ния. В качестве примера для апробации метода рассматриваются улучшения 
магистрали в задаче об оптимальной стратегии развития региона. 
Ключевые слова: импульсный процесс, дискретно-непрерывный процесс, 
метод улучшения, магистраль. 

 
  I.V. Rasina, A.O. Blinov 

 
IMPROVEMENT OF IMPULSE PROCESS  

ON THE BASE OF DISCRETE-CONTINUOUS MODEL 
 

In the article it is proposed an interpretation of impulse process in the form of 
model discrete-continuous process. For that conception a method of improvement 
is constructed on the base of analogue of Krotov sufficient conditions. The turn-
pike improvement in the problem of region development is considered as an ex-
ample for approbation of the method proposed. 
Keywords: impulse process, discrete-continuous process, method of improvement, 
turnpike. 

 
Введение 

 
В ряде работ [1-8] были предложены модели и условия оптимальности 

сложных (дискретно-непрерывных) процессов и рассмотрены некоторые 
их приложения. Эти модели представляют собой конкретизацию весьма 
общей модели многошаговых процессов, записанной в терминах произ-
вольных множеств и отображений (операторов), где управление на каж-
дом шаге трактуется  как комбинация некоторой абстрактной переменной 
и некоторого непрерывного процесса, описываемого дифференциальной 
системой с дополнительными ограничениями. Такая трактовка представ-
ляет собой удобный аппарат для описания и исследования различных 
сложных систем и процессов, в том числе импульсных процессов, кото-
рые являются по существу дискретно-непрерывными.  

Цель данной работы – явное представление импульсных магистраль-
ных решений в задачах управления [9] как дискретно-непрерывных, по-
строение для них алгоритма последовательного улучшения, который ге-

                                                 
∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РГНФ (проект 
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нерирует улучшающую, в частности минимизирующую, последователь-
ность функционала. Этот подход является альтернативным подходу, где 
используется аппарат дифференциальных систем, управляемых мерами 
(см., например, обзор в [10]). 

 
1. Модель дискретно-непрерывной (гибридной) системы 

 
В качестве исходной принимается абстрактная модель дискретной 

управляемой системы [1,5]: 

      ( ) ( ) ( )( )1 , ,x k f k x k u k+ = ,   { }, 1, ,I I Fk k k k∈ = +K … ,                 (1) 

( ) ( )x k k∈ X ,   ( ) ( )( ),u k k x k∈U ,                                          

                                 ( ) ( )( ), , ,I I F Fk x k k x kγ = ∈Γ ,                                   (2) 

где k  – номер шага (этапа), не обязательно физическое время; x , u  – пе-
ременные произвольной природы (возможно, различной) для различных 
k ; ( )kX , ( ),k xU , Γ  – заданные множества. 

В качестве общей модели гибридной системы предлагается следую-
щая конкретизация указанной абстрактной дискретной модели. Пусть на 

некотором подмножестве ′ ⊂K K , ,I Fk k ′∉K , ( ),d cu u u= , cu  – некото-

рый непрерывный управляемый процесс, так что сечение множества 

( ),k xU  при фиксированных x , du  есть допустимое множество 

( ), ,c dk x uD  с соответствующей дифференциальной системой 

( ), , ,
dy

y g z t y w
dt

= =ɺ ,   ( )t z∈T ,                                   (3) 

( ) ( ), n ky z t R∈ ⊂Y ,   ( ) ( ), , p kw z t y R∈ ⊂W ,   ( ), , dz k x u= . 

Оператор правой части (1) имеет вид 

( ) ( ), , , cf t x u zθ γ= ,  ( ) ( ), , ,c c
I I F Ft y t y zγ = ∈Γ . 

Решением этой комбинированной системы будем считать набор 

( ) ( )( ), ,m x t u t= ∈K D , где при t ′= K : 

( ) ( ) ( )( ),d cu k u k m k= ,   ( ) ( ) ( )( ), ,c c dm k t x k u k∈ D , 

который назовем сложным (гибридным) процессом. 
Эту модель можно рассматривать как двухуровневую управляемую 

систему. Нижний уровень представляет собой описания непрерывных 
управляемых процессов на отдельных этапах. Верхний уровень связывает 
эти описания в единый процесс. В задачах оптимизации оба уровня рас-
сматриваются во взаимодействии. Будем рассматривать для нее задачу 
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оптимального управления в стандартной форме как задачу о минимуме на 

D  функционала ( )( )FI F x t=  при фиксированных 0Ik = , Fk K= , ( )Ix k . 

Достаточные условия оптимальности для такой модели получены в 
[1,5,16]. Задача улучшения формулируется следующим образом. Задан 
допустимый элемент Im  и требуется найти допустимый элемент Im  та-

кой, что ( ) ( )II II m I m< . 

 
2. Представление импульсного процесса  

 
Построим дискретно-непрерывную модель для некоторого импульс-

ного процесса, траектория которого представлена кусочно-непрерывной 
функцией. Примером такой функции может служить магистраль, полу-
ченная в результате решения производной задачи [9]. Разобьем заданный 
отрезок на K  этапов – переходов между значениями дискретного аргу-
мента ( 0,1, 2, ,k K= … ), где k соответствует очередной точке разрыва тра-
ектории. Рассмотрим содержание этапов. 

1 этап. Выход на магистраль ( 0,1k = ). 
2 – 1K −  этапы. Движение по магистрали в силу непрерывной систе-

мы c точками переключения переменных. 
4 этап. Сход с магистрали ( 1,k K K= − ). 

Обозначим переменные верхнего уровня как 1 2, , , nx x x… . Здесь пере-

менные ( ) ( ) ( )1 2 1, , , nx k x k x k−…  соответствуют правым пределам непре-

рывных переменных нижнего уровня ( ) ( ) ( )1 2 11 , 1 , , 1nx k x k x k−− − −… , а 

( )nx k  – начальным значениям времени на непрерывных интервалах, т.е. 

точкам переключения непрерывных управлений; ( )1du k , ( )2du k  – дис-

кретные управления (импульсы для выхода на магистраль и схода с нее и 
смещения точек переключения относительно друг друга). Тогда справед-
ливы следующие уравнения: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1

2

1 2

1 ,

1 ,

, , 0, , 1.

i i d

n n d

d d d

x k x k u k

x k x k u k

u u u k K

+ = +

+ = +

= = −…

                            (4) 

 
3. Алгоритм улучшения 

 
Построим алгоритм улучшения для импульсного процесса как моди-

фикацию алгоритма улучшения первого порядка [5], дополненную проце-
дурой уточнения точек разрыва переменных управления, предложенную в 
работе [11]. 
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Алгоритм. 
1. Задаются начальные условия  

( ) ( )0i ic
Ix x t= ,   1, , 1i n= −… ,   ( )0 0nx =  

и управляющие воздействия ( ) ( )( ), ,
Id cu k u k t . 

2. Слева направо решается система дискретно-непрерывных уравне-
ний (4), (1) тем самым определяется элемент Im  и вычисляется значение 
функционала iI . 

3. Справа налево решается дискретно-непрерывная система для со-
пряженных переменных 

( ) ( )i

i

x
K F Kψ = ,   1, ,i n= … , 

( ) ( )( ),i ic
Ik k t kψ ψ= ,   1, , 1i n= −… , 

( ) 1n kψ = ,   1, , 1k K= −… , 

( )ic kψ =ɺ –� ( ),i

c c c

x
k xψ , 

( )( ),ic
Fk t kψ ψ= � ( )1k + ,   1, , 1i n= −… . 

4. Вычисляются новые непрерывные управления, как 

( )II
arg max

c

c c

u U
u H

∈
= , 

и новые дискретные управления по формулам 

( )( ) ( )( ) ( )1

1 1
1 d

II Id d d

u
u k u k l H k= + ,   0, 1k K= − , 

( )( ) ( )( ) ( )2 2
2

II Id du k u k l Q k= + ,   0, 1k K= − . 

Здесь �
� sup

c

c

u

H= , ( ) ( ) ( ), , , , , ,
Tc c c c c c cH k t x u f k t x uψ= , где 

( )1 1, ,c c n cx x x −= … , cu  – вектор управлений непрерывного процесса, cU  – 

множество допустимых непрерывных управлений. 

( ) ( )1nQ n kψ= + + �
� ( )( ), , Fk t k… , 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 21 , , ,d i d d

i

H k f k x k u k u kψ= +∑ . 

5. Пункт 2 повторяется для различных значений 1l , 2l , и определяется 
минимум функционала по этим параметрам и соответствующий им улуч-
шенный элемент. 

Критерием окончания итерационного процесса служит выполнение 

условия II II I ε− ≤ , где ε  – заданная точность вычислений. 
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4. Приложение к улучшению магистрального решения  
в социо-эколого-экономической модели 

 
Применим изложенный алгоритм к улучшению магистрали в терми-

нах производной задачи, полученной путем двойного перехода в полной 
системе уравнений [12]: функционал ( )FI tς= − , система состоит из двух 

уравнений: 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),z r r z

y pB k p A B S r

r N r r im ex r k H

ν ν ν ν

ν ν
θ

ς κ θ δ θ γ δ

η θ η θ γ θ θ

= − − + − +

 + + − + − − + − 

ɺ

ɺ
 

( )( )[ ]k Hν νθ γ θ θ= − + −ɺ , 

где  

( )( ) 1z z z z z z zp A B Cη γ δ γ
−

= + ,   ( )( ) ( )zp E A Cκ θ η θ= − − , 

( ) ( )lnz z v v vj j j j z

j

Ï p Bk B k B k rνς µ γ θ θ η= + + + − − +∑ , 

( )v v v vp A B νµ γ δ= + . 
 

Здесь y , z , v  – векторы выпусков продукции по отраслям, актив-

ного природо-социо-восстановления, активных инноваций; ( ), ,z vk k k , 

( ), ,z vu u u , ( ), ,z vδ δ δ  – основные фонды,  инвестиции (векторы) и тем-

пы амортизации в экономическом, природо-социо-восстановительном 
и инновационном секторах (диагональные матрицы); p  – матрица-
строка цен (ценовых поправок); r  – вектор индексов состояния при-
родной среды и социума; θ  – вектор инновационных индексов (агре-
гированное описание изменения за счет инноваций элементов матриц 
A , zA , B , zB , C , zC  и других параметров); θ  – предельно допусти-
мая величина вектора инновационных индексов; ( )r t  – заданная 

функция (опорная); например, получаемая из статистического прогно-
за; rim , rex  – миграционные потоки загрязнений и ресурсов; A , zA , 

vA  – матрицы прямых затрат в экономическом, природо-социо-
восстановительном и инновационном секторах; B , zB , vB  – матрицы 
фондообразующих затрат в указанных секторах; N  – матрица коэффи-
циентов взаимовлияния компонентов природной и социальной подсис-
тем; C  – матрица коэффициентов прямого воздействия отраслей эко-
номики на компоненты природной и социальной подсистем, H  – мат-
рица, отражающая влияние инвестиций и диффузии инноваций; [ ]X  – 

диагональные матрицы, построенные из компонент вектора X ; Π  – 
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«благосостояние» – накопленный доход за вычетом штрафа за наруше-
ние условий устойчивого развития, функционал исходной задачи.  

В отличие от работы [12] матрицы прямых затрат zA , vA  зависят от 
θ , т.е. претерпевают инновационные изменения аналогично матрице A . 
В рассматриваемой системе уравнение для переменной производной за-
дачи ς  дополнено уравнением  инноваций. Переменные ς , θ являются 
переменными состояния, а роль управлений играют переменные y , k , 

vk , r . 
За начальное приближение берется магистраль из [12], которая фор-

мально получается при исследовании только уравнения относительно ς .  

Заметим, что ее проекция на плоскость ( ),t θ  не проходит через точку 

( ),I It θ , т.е. разрывна в этой точке. Кроме того, есть точка переключения 

переменных ( ),k y . Представим поведение исследуемой системы в виде 

дискретно-непрерывного  процесса по схеме, изложенной выше.  
В данном случае заданный отрезок разбивается на четыре этапа. 
1 этап – выход на магистраль ( 0,1n = ). 
2 и 3 этапы – движение по магистрали в силу непрерывной системы c 

точкой переключения переменных ( 1, 2; 2, 3n = ). 
4 этап – сход с магистрали ( 3, 4n = ). 

Обозначим переменные верхнего уровня как 1x , 2x , 3x . Здесь пере-
менные 1x , 2x  соответствуют правым пределам переменных ς , θ , а 3x  – 
начальным значениям времени на непрерывных интервалах; т.е. точкам 
переключения непрерывных управлений; 2du , 3du  – дискретные управле-
ния (импульс для выхода на магистраль и смещения точки переключе-
ния). Тогда справедливы следующие уравнения: 

 

          
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2 3

1 , 0, 0, , 3,

0, 0,4, 0, 0, , 3.

i i d d

d d

x n x n u n u n n

u n n u n n

+ = + = =

= = = =

…

…
                     (5) 

( ) ( )( )1 0 0, 0 0Ix tς= = ,   ( ) ( )( )2 0 0 0Ix tθ= = ,   ( ) ( )3 0 0 0Ix t= = . 

В новых терминах функционал ( )1 4I x= − . 

Расчеты проводились с помощью вышеизложенного алгоритма. Сис-
тема сопряженных переменных имела следующий вид: 

( )1 1nψ = ,   ( )2 4 0ψ = ,   ( )3 4 0ψ = ,   ( ) ( )( )2 2 ,c
In n t nψ ψ= , 

( )3 1nψ = ,   2cψ =ɺ �
� ( )2, ,c cuθ ψ ,   ( )( ) ( )2 3 2, 1c n x n nψ ψ= + . 
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Новые непрерывные управления получаются по формулам 

                             ( ) , при 0,

, при 0,

i i
ui

i i
l

y
y t

y

κ
κ

 ≥= 
<

⌢  

( )( )
, при 0,

решение уравнения , при 0,

i i
l

i
l i

i

k
k t R

k

κ
θ

κ

 <
=  ∂ ≥ ∂

⌢
           и  

( ) ( )( ) ( )2 1II z zr s N Hθη θ η θ θ= − − − ,   ( ), 0vk n t = , 

а новые дискретные управления – по формулам 

( ) ( ) 2

2 2
2 d

II Id d d

u
u u l H= + ,   0, 3n = , 

( ) ( )3 3
3

II Id du u l Q= + ,   0, 3n = , 

Здесь �� sup
c

c

u

H= , { } { }1 2c c cH ψ ς ψ θ= + ɺɺ , { }ςɺ ,{ }θɺ  – правые части со-

ответствующих дифференциальных уравнений,  

( ) ( )3 1Q n nψ= + +�
� ( )( ), , Fn t n… , 

 ( ) ( ) ( )( ).d i i i

i

H n x n u nψ= +∑  

Расчеты проводились при следующих исходных данных: 
20Ft = , 1p = , 0.05z vδ δ δ= = = , 0 0.5A = , ( ) ( ) 01A Aθ θ= + , 

0 0.000406C = , ( ) ( ) 01C Cθ θ= + , 1B = , ( ) 1zA θ θ= + , 1zB = , 

( ) 1vA θ θ= + , 1vB = , 1zC = , 0 400k = , 800Fk = , 0 10zk = , 0 6vk = , 0 0θ = , 

0.8θ = − , 0 0.8r = , 0.9Fr = , 1r = , 0.001N = − , 0.1rim = , 0.1rex = , 

( ) ( )2
S r s r r= − , 5000s = , 0ly = , 0lk = , uy kγ= , 10γ = , 0.0002zγ = , 

0.03H =  0.0015.vγ =  
Результаты представлены в таблице и на графиках 

№ 
итерации Fθ  *t  Π  ( )2 0du  ( )3 1du  

1 -0.7565 9.978 -3.779 -0.723 -9.065 
2 -0.771 0.913 41.694 -0.749 -0.205 
3 -0.7855 0.708 194.683 -0.774 -0.097 
4 -0.8 0.611 468.25 - - 
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Рис. 1. Итерации улучшения 
 
 

Очевидно, что функционал достиг минимума, так как переменная θ  
подошла к своей нижней границе θ . 

 
Заключение 

 
Концепция дискретно-непрерывной модели [1–8] как конкретизация 

общей модели многошаговых процессов  применима для практического 
представления  импульсных процессов, которые по существу дискретно-
непрерывны. Для их оптимизации могут быть использованы ранее разра-
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ботанные в этой концепции условия оптимальности и  итерационные ал-
горитмы улучшения. На этапе итерационной аппроксимации известных 
импульсных решений допустимыми непрерывными процессами переход к 
дискретно-непрерывной модели дает возможность варьировать точки пе-
реключения на каждой итерации, что и ведет к повышению эффективно-
сти численных процедур. Приведенный пример хорошо иллюстрирует 
общую картину. 

При практической реализации каждый скачок реализуется последова-
тельностью кусочно-гладких траекторий при неограниченно возрастаю-
щих управлениях в окрестностях точек разрыва, а реально – при доста-
точно больших управляющих воздействиях. 
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2. СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ  
И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ 

 
 
 

 
© А.В. Танхасаев  

 
ПОСТРОЕНИЕ ФРАКТАЛЬНЫХ ОБЪЕКТОВ ПРИ ПОМОЩИ 

БИБЛИОТЕКИ MPICH2 
 

Статья состоит из двух частей:  
В первой рассматриваются фракталы и методы конструирования фракталь-
ных объектов. Описаны виды фракталов и алгоритмы реализации; во второй 
освещены проблемы параллельного программирования и программный пакет 
MPICH2. Дан пример построения фрактала кривая Коха с применением ме-
тодов параллельного программирования. 
Ключевые слова: теория фракталов, параллельное программирование, MPI, 
MPICH2. 
 

A.V. Tankhasaev 
 

CONSTRUCTION OF FRACTAL OBJECTS  
BY MEANS OF LIBRARY MPICH2 

 
In the first part it is told about fractal objects and methods of their construction. 
Kinds of fractals and algorithms for their modeling are described. 
In the second part it is told about problems of parallel programming and the 
software for their realization. The example of construction of a fractal – Kokh's 
curve by means of methods of parallel programming is considered. 
Keywords: fractal theory, parallel programming, MPI, MPICH2.  
 
Понятия фрактал и фрактальная геометрия, появившиеся в конце 

70-х гг., с середины 80-х прочно вошли в обиход математиков и про-
граммистов. Слово «фрактал» образовано от латинского fractus, в перево-
де означает: состоящий из фрагментов. Оно было предложено Бенуа 
Мандельбротом в 1975 г. для обозначения нерегулярных, но самоподоб-
ных структур, которыми он занимался. Рождение фрактальной геометрии 
принято связывать с выходом в 1977 г. книги Мандельброта `The Fractal 
Geometry of Nature' 

 
Виды фракталов 
Геометрические. В двухмерном случае их получают с помощью не-

которой ломаной (или поверхности в трехмерном случае), называемой 
генератором. За один шаг алгоритма каждый из отрезков, составляющих 
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ломаную, заменяется на ломаную-генератор, в соответствующем масшта-
бе. В результате бесконечного повторения этой процедуры и получается 
геометрический фрактал. 

            
Рис.1 

                  

  
          Рис. 2 
 
Алгебраические. Получают их с помощью нелинейных процессов в 

n-мерных пространствах. Наиболее изучены двухмерные процессы. Ин-
терпретируя нелинейный итерационный процесс, как дискретную дина-
мическую систему, можно пользоваться терминологией теории этих сис-
тем: фазовый портрет, установившийся процесс, аттрактор и т.д. 

Известно, что нелинейные динамические системы обладают несколь-
кими устойчивыми состояниями. То состояние, в котором оказалась ди-
намическая система после некоторого числа итераций, зависит от ее на-
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чального состояния. Поэтому каждое устойчивое состояние (или, как го-
ворят, – аттрактор) обладает некоторой областью начальных состояний, 
из которых система обязательно попадет в рассматриваемые конечные 
состояния. Таким образом фазовое пространство системы разбивается на 
области притяжения аттракторов. Если фазовым является двухмерное 
пространство, то окрашивая области притяжения различными цветами, 
можно получить цветовой фазовый портрет этой системы (итерационного 
процесса).  

 
                           Рис. 3          Рис. 4 
 
Стохастические. Получаются в том случае, если в итерационном 

процессе случайным образом менять какие-либо его параметры. При этом 
получаются объекты очень похожие на природные: несимметричные де-
ревья, изрезанные береговые линии и т.д. Двумерные стохастические 
фракталы используются при моделировании рельефа местности и поверх-
ности моря.  

 
                                      
                  Рис. 5          Рис. 6 
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Методы построения фрактальных объектов.  
L-systems. Понятие L-систем ввел Аристрид Линденмайер, в основном, 

для изучения формальных языков. В дальнейшем выяснилось, что с помо-
щью них можно строить самоподобные фракталы. Алгоритм, реализующий 
L-системы в графическом виде, получил название turtle-графика (по-
английски turtle – черепаха). Подробнее о L-системах можно посмотреть в 
книге: P.Prusinkiewicz & J. Hanan, Lindenmayer Systems, Fractals, and Plants, 
Lecture Notes in Biomathematics, N79, Springer-Verlag, New-York, 1989.  

«Черепаховый» алгоритм представляет собой интерпретатор кодового 
слова, являющегося результатом выполнения L-системы, которое анали-
зируется слева направо и может содержать следующие символы: 

F  – указывает, что «черепаха» должна сделать один шаг вперед с 
прорисовкой; 

    b  – шаг вперед без прорисовки; 
   «+» – увеличить угол; 
   «-»   – уменьшить угол; 
   «[« – открыть ветвь; 
   «]» – закрыть ветвь. 
Пример исходных данных для фрактала кривая Коха: 
Аксиома: F ; 
Правило: F F F F F→ − + + − ; 

Угол: 
3

π
. 

Системы итерирующих функций(IFS). Метод «Систем Итерируе-
мых Функций» (Iterated Functions System – IFS) появился в середине 
80-х гг. как простое средство получения фрактальных структур.IFS пред-
ставляет собой систему функций из некоторого фиксированного класса 
функций, отображающих одно многомерное множество на другое. Наи-
более простая IFS состоит из аффинных преобразований плоскости:  

* *X A X B Y C′ = + +  
* *Y D X E Y F′ = + +  

Пример исходных данных для фрактала кривая Коха: 
Koch{  
0.3333     0.0000      0.0000     0.3333      0.0000     0.0000 
0.3333     0.0000      0.0000     0.3333      0.6666     0.0000  
0.1667   -0.2887      0.2887     0.1667      0.3333     0.0000  
-0.1667   0.2887      0.2887     0.1667      0.6666     0.0000} 

Опыт построения фрактальных объектов. Для визуализации фрак-
тальных объектов и подсчета фрактальной размерности была разработана 
программа Планиметр-стереометр. В ней были реализованы методы: IFS, L-
systems, координатный и построение с помощью turtle графики. Изначально 
код был адаптирован для систем с последовательной обработкой данных.  
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           Схема 1       Схема 2 

 
Организация параллельности вычислений, когда в один и тот же мо-

мент выполняется одновременно несколько операций обработки данных, 
осуществляется, в основном, за счет введения избыточности функцио-
нальных устройств (многопроцессорности) [1]. В этом случае можно дос-
тичь ускорения процесса решения вычислительной задачи, если осущест-
вить разделение применяемого алгоритма на информационно независи-
мые части и организовать выполнение каждой части вычислений на раз-
ных процессорах. Подобный подход позволяет выполнять необходимые 
вычисления с меньшими затратами времени, и возможность получения 
максимально-возможного ускорения ограничивается только числом 
имеющихся процессоров и количеством «независимых» частей в выпол-
няемых вычислениях. 

Параллельная модель программирования: 
1) параллелизм данных; 
2) параллелизм задач. 
Подход, основанный  на параллелизме данных, характеризуется тем, 

что:   
• одна операция применяется сразу к нескольким элементам массива 

данных. Различные фрагменты такого массива обрабатываются на век-
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торном процессоре или на разных процессорах (ядрах) параллельной вы-
числительной системы; 

• обработкой данных управляет одна программа; 
• пространство имен является глобальным; 
• параллельные операции над элементами массива выполняются од-

новременно на всех доступных данной программе процессорах. 
Подход, основанный на параллелизме задач, характеризуется тем, что: 
• вычислительная задача разбивается на несколько относительно са-

мостоятельных подзадач. Каждая подзадача выполняется на своем про-
цессоре; 

• для каждой подзадачи пишется своя собственная программа на 
обычном языке программирования (С++, Fortran и т.д.); 

• подзадачи должны обмениваться результатами своей работы, полу-
чать исходные данные. Практически такой обмен осуществляется вызо-
вом процедур специализированной библиотеки. Программист при этом  
может контролировать распределение данных между различными процес-
сорами и различными подзадачами, а также обмен данными. 

Программная реализация 
MPICH2 – это быстродействующая и широко портируемая реализация 

стандарта MPI (реализованы оба стандарта MPI-1 и MPI-2). Цели созда-
ния MPICH2 следующие: 

1. Предоставить реализацию MPI, которая эффективно поддерживает 
различные вычислительные и коммуникационные платформы, включая 
общедоступные кластеры (настольные системы, системы с общей памя-
тью, многоядерные архитектуры), высокоскоростные сети (Ethernet 10 
ГБит/с, InfiniBand, Myrinet, Quadrics) и эксклюзивные вычислительные 
системы (Blue Gene, Cray, SiCortex). 

2. Сделать возможными передовые исследования технологии MPI 
с помощью легко расширяемой модульной структуры для создания про-
изводных реализаций. 

При построении фрактала – кривая Коха был использован подход, ос-
нованный на параллелизме данных. Процедура формирования генератора 
фрактального объекта требует 3 параметра (координата начала, угол на-
клона «черепашки», масштаб), а алгоритм построения генератора остается 
прежним.  
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1 итерация 

 
Рис. 7.  1 процесс 

 
2 итерация 

 
 

Рис. 8. Порождены 4 параллельных потока 
 
 

3 итерация 

 
 

Рис. 9. Порождены 16 параллельных потоков 
 
Реализация данного алгоритма проводилась с компьютерами на базе 

процессоров Intel Celeron E3300(2 ядра) и Intel Core 2 Quad(4 ядра). По-
вышение скорости алгоритма на базе 2-х ядерного процессора составила 
1,87 раза относительно однопоточного приложения, а на базе 4-х ядерного 
процессора – 3,68 раза.  
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ НАЛОГА НА ДОХОДЫ ФИЗИЧЕСКИХ ЛИЦ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИСКУССТВЕННЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ* 

 
В статье излагается методика прогнозирования налога на доходы физических 
лиц с использованием аппарата искусственных нейронных сетей. Приводятся 
полученные результаты. 
Ключевые слова: временные ряды, налоговое прогнозирование, отбор признаков. 

 
F.V. Handarov, Z.B-D. Dondokov 

 
PERSONAL INCOME TAX FORECASTING USING  

ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS 
 
The paper deals with methods of personal income tax forecasting using artificial 
neural networks. The results are described. 
Keywords: time series, tax forecasting, feature selection. 
 
Введение 
Одной из важных проблем в региональном экономическом планиро-

вании является прогнозирование налоговых поступлений; в частности, 
основного вида прямых налогов – налога на доходы физических лиц. 
Данный вид налога является третьим по величине отчислений в бюджет и 
отличается следующими важными особенностями: 

• объектом обложения данным налогом служит именно доход, ре-
ально полученный налогоплательщиком;  

• его плательщиками является практически все трудоспособное на-
селение страны; 
                                                 

* Работа выполнена при финансовой поддержке РГНФ. Проект №10-02-
62206а/Т. 
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• при прочих равных условиях он легче других налогов контроли-
руется налоговыми органами, от его уплаты сложнее уклониться недоб-
росовестным налогоплательщикам. 

При этом специфика и сложность прогнозирования НДФЛ обусловле-
на влиянием множества трудно формализуемых факторов, неполнотой и 
противоречивостью исторических данных. Трактовка полученных резуль-
татов также затруднена в силу чисто экономических причин, вроде: со-
крытия доходов, неуплаты налогов, теневого оборота и т.п. 

В работе описывается методика прогнозирования рассматриваемого 
вида налога на основе применения аппарата искусственных нейронных 
сетей, производится её сравнение с другими методами прогнозирования, 
приводится интерпретация полученных результатов: оценка качества по-
лученных прогнозов. 

Вычислительные эксперименты в работе производятся по данным на-
логовых поступлений по Республике Бурятия. Временной интервал исто-
рических данных, используемых для построения системы прогнозирова-
ния, составляет 3 года с разбивкой по месяцам. 

 
Описание методики 
В ходе эксперимента рассматривались 10 экономических показателей, 

по одному из которых («Поступление НДФЛ в бюджет города Улан-Удэ») 
требовалось построить прогноз (табл. 1), остальные 9 показателей пред-
положительно считаются влияющими. Кроме того, требовалось опреде-
лить степень подобного влияния и построить модель прогнозирования 
«Поступлений НДФЛ». 

Таблица 1 
Экономические показатели 

 

№ Показатель 

1 Индексы промышленного производства 

2 Добыча полезных ископаемых 

3 Обрабатывающие производства 

4 Производство и распределение электроэнергии, газа и воды 

5 Продукция сельского хозяйства  в хозяйствах всех категорий 
6 Грузооборот всех видов транспорта на основе коммерческого грузо-

оборота 
7 Объем работ по виду деятельности «строительство» (в фактических 

ценах соответствующих лет) 

8 Численность занятого в экономике населения  

9 Среднемесячная номинальная начисленная заработная плата одного 
работника  

10 Поступление НДФЛ в бюджет города Улан-Удэ 
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Методика заключалась в переборе k-сочетаний показателей, для 
получаемого всякий раз k-мерного временного ряда строилась модель 
прогнозирования. В качестве аппарата прогнозирования использова-
лись искусственные нейронные сети с применением метода «взвешен-
ного скользящего окна» [1]. Стоит отметить, что в качестве непосред-
ственного механизма прогнозирования, вообще говоря, возможно ис-
пользование любого другого подходящего аппарата, однако такие пре-
имущества искусственных нейронных сетей, как возможность обуче-
ния, решение задач при неизвестных закономерностях, устойчивость к 
шумам, адаптация к окружающим условиям и др., вполне определяют 
выбор авторов. 

В качестве механизма настройки весов и подбора структуры ней-
ронных сетей использовался эволюционный алгоритм. Особью для 
эволюционного алгоритма является искусственная нейронная сеть, в 
качестве хромосомы рассматривается вектор вещественных чисел – 
множество весов связей ИНС, содержащий также информацию о вход-
ном и выходном нейронах для каждой связи. 

При скрещивании два графа ИНС сортировались топологически об-
ходом в ширину, начиная с входных нейронов, с сохранением фикси-
рованного количества и нумерации входных и выходных нейронов. 
Таким образом, для любых двух ИНС возможно было установить 
«одинаковые» и «различающиеся» элементы вектора представления – 
хромосомы. Так, например, рассмотрим две ИНС с одинаковым коли-
чеством и нумерацией входных и выходных нейронов (рис. 1).  

 

 
 

Рис. 1. Пример двух различных ИНС 
 
Полученные в результате поиска в ширину векторы связей будут 

иметь следующие «совпадающие» связи ИНС (выделены подчеркива-
нием). 
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Рис. 2. «Совпадающие» связи ИНС 
 
Для особей были определены операции инициализации, оценивания, 

отбора для скрещивания, скрещивания, мутации, редукции и селекции.  
Критерием остановки процесса настройки нейронной сети является 

достижение максимального количества итераций или сходимость популя-
ции к заданной величине ε. Таким образом, в описываемой методике кри-
терием оценки качества отбора показателей и одновременно критерием 
качества полученной сетевой структуры и настройки весов сети является 
качество прогноза, совершаемого нейронной сетью. 

 
Полученные результаты и сравнение со статистическими методами 
В качестве альтернативных методов прогнозирования рассматрива-

лось построение уравнения регрессии с предварительным проведением 
факторного анализа для отбора влияющих на величину НДФЛ показате-
лей и без него.  

В таблице представлены реальные величины НДФЛ в 2011 году («Ре-
альн.»), а также результаты, полученные с использованием описанного 
подхода («ИНС-1» – «ИНС-5») и статистических методов («ФА+лин. 
регр.» и «Лин. регр.»). В последней строке приведено значение средне-
квадратической ошибки для каждого метода. 
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На рисунках 3а – 3в представлены графики, иллюстрирующие данные 
таблицы 2. Рис. 3а – лучшие (по ср.-кв. ошибке) прогнозы от нейронных 
сетей при 4k > , т.е. ИНС, построенные на 5 и более сочетаниях показате-
лей, – налицо неадекватность поведения и большая ср.-кв. ошибка. Рис.3б 
– лучшие результаты прогнозов ИНС, построенных на 4-х сочетаниях – 
при сокращении размерности k-мерного временного ряда лучше угадыва-
ется тренд, однако по величине ср.-кв. ошибки ИНС все еще уступают 
статистическим методам (для представленных ИНС использовались сле-
дующие наборы показателей: 7-8-9, 6-7-9, 7-8-9 по табл.1). Рис.3в – луч-
шая ИНС, построенная на 3-х сочетаниях (7-9 по табл.1), а также регрес-
сионные модели с предварительным снижением размерности и без него. 
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Рис. 3а. Результаты прогнозирования 
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Рис. 3б. Результаты прогнозирования 
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Рис. 3в. Результаты прогнозирования 

 
По результатам проведенных экспериментов можно сделать выводы о 

том, что применение искусственных нейронных сетей для прогнозирова-
ния НДФЛ позволяет добиваться прогноза как минимум не хуже резуль-
татов, получаемых статистическими методами, а также о том, что предва-
рительное снижение размерности позволяет повысить качество прогноза.  

Заключение 
Таким образом, применение рассмотренной методики позволяет полу-

чать адекватный прогноз, который может быть использован в качестве 
одного из контрольных инструментов при построении прогноза, посколь-
ку в качестве оснований для прогнозирования используются лишь исто-
рические данные, что, впрочем, при сохранении трендов вполне уместно. 
Предсказание же изменения трендов остается привилегией макроэконо-
мических методов. 

 Налицо такие преимущества методики, как способность к выявлению 
скрытых связей, универсальность подхода, широкие возможности по-
вторного использования (reusability), естественные возможности распа-
раллеливания.  
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3. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ  
И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  УРАВНЕНИЯ 

 
 
 
 

УДК 517.946                                                                                   © В.В. Кибирев 
 

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА  
С ТРЕМЯ НЕЗАВИСИМЫМИ  ПЕРЕМЕННЫМИ 

 
Применение комплексно-аналитических методов делает естественным рас-
смотрение уравнений с частными производными в комплексном пространст-
ве. Класс эллиптических уравнений в частных производных с аналитически-
ми коэффициентами является наиболее подходящим для исследования этим 
методом. 
Ключевые слова: задача Коши, уравнение Лапласа, голоморфные функции, 
сходимость рядов. 
 

V.V. Kibirev 
 

CAUCHY PROBLEM FOR THE LAPLACE'S EQUATION  
WITH THREE INDEPENDENT VARIABLES 

 
The application of complex-analytical methods does natural consideration of the 
equations with partial derivatives in complex space. The class of the elliptic 
equations in private derivatives with analytical factors is the most suitable method 
for this research. 
Keywords: Cauchy problem, Laplace's equation, polomorphic functions, 
convergence of sets. 
 

Введение 
 

Классическая теорема Коши-Ковалевской дает существование и един-
ственность решения задачи Коши для дифференциального уравнения в 
частных производных с аналитическими коэффициентами. Однако суще-
ствование решения гарантируется только в малом. Здесь будет изучаться 
задачи Коши для одного узкого класса уравнений, но решение будет по-
лучено в целом. Решение в целом получается за счет того, что уравнение 
рассматривается в комплексном пространстве.  

 
Постановка задачи 

Рассмотрим уравнение Лапласа 
2 2 2

2 2 2
0,                                     

f f f
f

x y z

∂ ∂ ∂∆ ≡ + + =
∂ ∂ ∂

(1) 
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где х, у и z – независимые комплексные переменные. В (1) произведем 
следующую замену переменных: 

 

,     ,                              x iy x iy zξ η ξ= + = − =       (2) 
Уравнение (1) примет вид 
 

2 2

2
4 0.                             

f f

ξ η ξ
∂ ∂+ =

∂ ∂ ∂
          (1*) 

Будем искать решение f уравнения (1), удовлетворяющее условиям 

0
0

( , ),       ( , ),                 
f

f u vξ
ξ

ξ η ξ η
ξ=

=

∂= =
∂

           (3) 

где и и v – функции, голоморфные в некоторой области голоморфно-
сти 2B C⊂ .  

Функцию f можно представить в виде f g h= + , где g и h – решения 
уравнения (1), удовлетворяющие условиям. 

0 0
0 0

,       0;     0,       .
g h

g u h vξ ξ
ξ ξξ ξ= =

= =

∂ ∂= = = =
∂ ∂

 

Легко проверить, что функции g и h представляются следующим обра-
зом: 

2 2

0

( 1) 4  ;                        
2 !

n n
n n

n n
n

u
g

n

ξ
ξ η

∞

=

∂= − ⋅
∂ ∂∑          (4а) 

 
2 1 2

0

( 1) 4 .                      
(2 1)!

n n
n n

n n
n

v
h

n

ξ
ξ η

+∞

=

∂= − ⋅
+ ∂ ∂∑  (4б) 

 

Исследуем область сходимости этих рядов. Будем рассматривать ряд 
(4а). Ряд (4б) изучается аналогично.  

Лемма. Если функция и голоморфна в бицилиндре D: 

{ }0 0,    ,    0r r rξ ξ η η− ≤ − ≤ > , то ряд (4а) для g  сходится абсолютно и 

равномерно в круге { }0 0 0: ,   ,    K rξ ξ ξ η η< = = . 

Доказательство. Воспользовавшись оценкой  

0 0

2 2

2

,   

( !)
,                                 

n

n n n

u n
M

rξ ξ η ηξ η = =

∂ ≤
∂ ∂

 (5) 

получим 
2 2 2

2

0 0

4 ( !)
( 1) 4 ( ) .

(2 )! (2 )!

n n n
n n n

n n
n n

u n
g M

n n r

ξξ
ξ η

∞ ∞

= =

∂= − ⋅ ≤
∂ ∂∑ ∑  
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Так как ряд 
2

2

0

4 ( !)
( )

(2 )!

n
n

n

n

n r

ξ∞

=
∑  сходится при |ξ|<r, то ряд (4а) сходится 

абсолютно и равномерно в круге 0K . 

Заставим точку 0 0( , )ξ η  пробегать всю область голоморфности функ-

ций и и v. Рассмотрим бицилиндр { }0 0 0: ,    ,     0,i i i i i iD r r rξ ξ η η− ≤ − ≤ >  

содержащийся целиком в области В, но такой, что всякий больший бици-
линдр такого вида содержит точки, не принадлежащие области В. Соглас-
но лемме, ряд 

2 2 2

0

( 1)
(2 )! 2 1

n n n
n

n n n n
n

u u
f

n n

ξ ξ
ξ η ξ η

∞

=

 ∂ ∂= − + ∂ ∂ + ∂ ∂ 
∑  

сходится абсолютно и равномерно в круге 

{ }0 0i 0: ,   , .i i iK rξ ξ ξ η η< = =  Образуем объединение 
0 0

0
( , )

( )
i i

i
B

K B K
ξ η ∈

= ∪  

всех кругов 0iK . K(B) содержит некоторую открытую в трехмерном ком-
плексном пространстве С3 окрестность V(B) области В [2]. 

Если переменные х, y и z вещественны, то из леммы следует утвер-
ждение: если функции u и v вещественно-аналитические и разлагаются по 
функциям 

[ ]
[ ]

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

Re ( ) ( ) ( ) ( )

Im ( ) ( ) ( ) ( )

hl

hl

x x i y y x x y y

x x i y y x x y y

 − + − − + − 

 − + − − + − 

                (*) 

 

в ряды, сходящиеся абсолютно и равномерно в круге 
2 2 2

0 0( ) ( )x x y y r− + − < , то ряды (4а) и (4б) сходятся абсолютно и равно-

мерно на отрезке 0 0 0:{ ,    ,    }I z r x x y y< = = . 

Теорема 1. Если функции и и v разлагаются в ряды по функциям (*), 
сходящимся абсолютно и равномерно в круге 

2 2 2
0 0:{( ) ( ) }K x x y y r− + − < , то ряд 

2

0

( 1)                
(2 )! 2 1

n
n n n

n

z z
u v

n n

∞

=

 − ∆ + ∆ + 
∑              (6) 

сходится абсолютно и равномерно в области  
2 2

0 0:{ ( ) ( ) .Q z r x x y y< − − + −  

Для доказательства этой теоремы достаточно заметить, что для любой 
точки (хi, yi), лежащей в круге К, круг с центром в этой точке радиуса 

2 2
0 0( ) ( )i ir x x y y− − + −  лежит целиком в круге К. 
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Пусть М – поверхность, задаваемая аналитическим уравнением     
z=f(x, у). Пусть В – точка поверхности М, а U(B) – некоторая окрест-
ность точки В и и – регулярная в U(В) гармоническая функция. В силу 
аналитичности функций и и ( , )z f x yξ = −  существует открытая окре-
стность ( ) ( )V B U B⊂  точки В, такая, что в V(B) имеет место представ-
ление [3] 

                              
0

( , , ) ( , )                n
n

n

u x y z u x yξ
∞

=

=∑                               (7) 

для функции и, причем функции ип связаны рекуррентным соотношением 
2 2

1

1 1
2

( 1)(1 ) ( 1)

2( 1)( ) .

x y n n

n n
x y n

n n f f u n u f

u u
n f f u

x y

−

− −
−

− + + = − ∆ +

∂ ∂
+ − + − ∆

∂ ∂

 

Из этого соотношения следует, что если 1 0k ku u +≡ ≡ , то 0nu ≡  при 
всех n k≥ . Следовательно, два соседних коэффициента ряда (7) не могут 
одновременно обращаться в нуль тождественно без того, чтобы ряд (7) не 
обрывался. При k=0 это утверждение превращается в теорему единствен-
ности решения задачи Коши для уравнения Лапласа. 

Теорема 2. Если ряд (7) представляет регулярную гармоническую 
функцию, то разность между показателями степени ξ  в двух соседних 
членах не превосходит двух. 

Утверждение этой теоремы остается верным и для более общих рядов 

[ ]
0

( , , ) ( , , )
n

n
n

u x y z u x y zφ
∞

=

=∑ , представляющих регулярные гармонические 

функции. А в случае, когда поверхность М является плоскостью, т.е. рас-

сматриваются ряды вида 
0

( , )n
n

n

u z u x y
∞

=

=∑ , утверждение теоремы остается 

справедливым и при наличии в уравнении младших членов специального 
вида. 

 
Заключение 

 
В статье доказываются 2 теоремы задачи Коши для уравнения Лапласа 

с тремя независимыми переменными в комплексной области. 
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УСЛОВИЯ РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ ПЕРЕОПРЕДЕЛЕННОЙ 
СИНГУЛЯРНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛЬНО-
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 
В работе рассматриваются линейные функционально-дифференциальные 
уравнения, определенные на конечном отрезке и являющиеся сингулярными 
по независимой переменной. Сингулярность сосредоточена на концах отрез-
ка и в конечном числе внутренних точек. Для таких уравнений получены ус-
ловия нетеровости и фредгольмовости. Также получены эффективные усло-
вия разрешимости и однозначной разрешимости. 
Ключевые слова: функционально-дифференциальные уравнения, сингуляр-
ные уравнения, фредгольмовость, нетеровость, разрешимость. 
 

I.M. Plaksina 
 

CONDITIONS OF SOLVABILITY OF ONE OVERDETERMINED  
SINGULAR BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR FIRST ORDER 

FUNCTIONAL DIFFERENTIAL EQUATION 
 

This article discusses some problems for functional-differential equations with sin-
gularity of special type. Equation defined on the segment and singularity concen-
trated at the n+1 points in the segment. There are conditions of Fredholm property 
and effective conditions of solvability and unique solvability.  
Keywords:  Functional differential equation, singular equation, Fredholm prop-
erty, solvability. 
 

1. Предварительные определения 
 
Пусть pL , 1 p< < ∞  – пространство суммируемых с p -й степенью 
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функций [ ]: 0;z b R→  с нормой 

1

0

( )p

b p
p

L
z z t dt

 
=  
 
∫ ; pD  – пространство 

абсолютно непрерывных функций [ ]: 0;x b R→ , производная которых 

является элементом пространства pL , с нормой (0)p pD L
x x x= +ɺ . 

Пусть, далее, функция [ ]: 0;a b R→  удовлетворяет следующим усло-

виям: 1) 
0

0lim ( )
t b

ta t k
→ +

= , lim ( )
j

j
t b

ta t k
→

= , 1,2,..., 1j n= − , 
0

lim ( )
n

n
t b

ta t k
→ −

= ; 2) 

функция 
0

( ) ( )
n

j

j j

k
a t a t

t b=

= −
−∑ɶ  суммируема на отрезке [ ]0,b ; 3) функция 

( )a tɶ  суммируема со степенью p  на каждом отрезке 1 1,j j j jb bε ε+ + + −  , 

0 10 ... nb b b b= < < < = , 0jε > , 0,1,2,..., 1j n= − . Таким образом, функция 

( )a t  не суммируема на отрезке [ ]0,b  и терпит разрыв второго рода в точ-

ках 0 1, ,..., nb b b . В качестве примера можно рассмотреть функцию 

( )a t ctgt= , [ ]0,t mπ∈ , m  – некоторое фиксированное натуральное число. 

Здесь jb jπ= , 1jk = , 0,1,...,j m= . 

Пусть, наконец, оператор : p pT D L→  вполне непрерывен. В каче-
стве оператора T  могут, например, рассматриваться операторы, опре-

деляющие сосредоточенное отклонение ( )( ) ( ) ( )q gT x t q t x t=  или распре-

деленное отклонение аргумента ( )
0

( ) ( ) ( ; )
b

r sT x t x s d r t s= ∫ . Здесь pq L∈ , 

функция ( )g t  измерима на отрезке [ ]0;b , 
( ) [ ]

[ ]
( ) , ( ) 0;

( )
0, ( ) 0;g

x g t g t b
x t

g t b

 ∈=  ∉
; 

функция ( ; )r t s  измерима в квадрате [ ] [ ]0; 0;b b×  и ( ; ) pr s L⋅ ∈ , 

0
var ( ; )

b
p

s
r s L

=
⋅ ∈ , ( ; ) 0r t b = . Эти условия гарантируют [1, стр. 56] полную 

непрерывность операторов qT  и rT  соответственно. Отметим, что при-

веденные условия обеспечивают произвольное отклонение аргумента. 
Частными случаями операторов qT  и rT  являются операторы, опреде-

ляющиеся запаздывание: ( )g t t≤  для оператора qT  и оператора rT  вида 

( )
0

( ) ( ) ( ; )
t

r sT x t x s d r t s= ∫ . 
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2. Постановка задачи 
 
Основным объектом исследования является полуоднородная краевая 

задача для сингулярного по независимой переменной функционально-
дифференциального уравнения первого порядка 

 

( )
{ }0 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ), ( ),..., ( ) 0n

x t x t a t x t Tx t f t

lx col x b x b x b

≡ + + =
≡ =
ɺL

  
[ ]0, (1)

(2)

t b∈
 

Краевую задачу (1)-(2) будем рассматривать как операторное уравне-
ние [ ] { }, ( ) ,0l x f=L , где [ ] 1, : p p nl D L R +→ ×L , [ ] { }, ( ) ,l x col x lx=L L . Так 

как коэффициент ( )a t  не суммируем на отрезке [ ]0,b , то уравнение (1) 

является сингулярным по независимой переменной. Сингулярность со-
средоточена в точках 0 1, ,..., nb b b . Так как уравнение (1) является уравне-

нием первого порядка, а вектор-функционал 1: p nl D R +→  определяет 
1n +  краевое условие, то задача (1)-(2) является переопределенной. 
Необходимо подчеркнуть тот факт, что задача (1)-(2) рассматривается 

только при нулевых краевых условиях. Поэтому определим банахово 
подпространство 0

pD  пространства pD  функций, удовлетворяющих од-
нородному условию (2). Теперь задачу (1)-(2) можно рассматривать как 
уравнение (1) в пространстве 0

pD . 

Уравнения вида (1) в пространстве 0
pD  встречаются при изучении пе-

риодических химических реакций. Практические задачи, при моделиро-
вании которых возникают сингулярные уравнения, приведены в моногра-
фии [2]. Уравнение (1) является обобщением некоторых из рассматривае-
мых [2] ситуаций. 

В монографии [2] также приведен подробный библиографический 
список работ с начала ХХ века, в которых изучались сингулярные урав-
нения. Более поздняя библиография приведена в книге [1]. 

Основная идея исследования основана на результатах статьи [3], в 
которой рассматривалось уравнение с сингулярностью, сосредоточен-
ной в точке 0t = . В этой статье показано, что при 0T ≡  условия раз-
решимости сингулярного уравнения определяются асимптотикой ко-
эффициента ( )a t  в точке 0t =  (числом 0k ). В статье [4] отмеченный 

результат обобщается на случай уравнения вида (1) при 1n = , 

0 10 b b b= < = . В предлагаемой работе уравнение (1) рассматривается 
при любом конечном значении n . 
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3. Вспомогательные результаты 
 

Положим 
1

j ju k
p

= +
′
, 0,1,...,j n= . Следуя [5], уравнение (1) будем 

называть нетеровым, если оператор 0: p pD L→L�  нормально разрешим и 
размерности ядра и коядра этого оператора конечны. Уравнение (1) фред-
гольмово, если оно нетерово и размерность ядра оператора L  совпадает с 
размерностью коядра. Свойства нетеровости и фредгольмовости важны 
для получения условий разрешимости уравнения (1). В работе [4] показа-
но, что наличие (отсутствие) свойств нетеровости и фредгольмовости 
уравнения (1) при 1n =  определяется соотношением между числами 0 1,k k  

и числом 
1

p
−

′
, где 

1

p
p

p
′ =

−
, а именно доказаны следующие утвержде-

ния: 
Утверждение 1. Пусть 1n = . Уравнение (1) в пространстве 0

pD  нете-

рово тогда и только тогда, когда 0 0u ≠  и 1 0u ≠ . Индекс уравнения (1) 

равен 1 при 0 0u < , 1 0u < . Уравнение (1) фредгольмово при 0 0u < , 1 0u >  

и при 0 0u > , 1 0u < . Индекс уравнения (1) равен -1 при 0 0u > , 1 0u > . 

Утверждение 2. Пусть 1n = , 0T ≡ , 0 0u < , 1 0u >  Тогда уравнение 

(1) имеет единственное решение при любой правой части pf L∈ , опреде-

ляемое равенством 
0 1

( ) exp ( ) ( )
k kb t

t s

t b t
x t a d f s ds

s b s
η η

− −  −     = − −    −      
∫ ∫ ɶ . При 

1n = , 0T ≡ , 0 0u > , 1 0u <  уравнение (1) также однозначно разрешимо 

при любой правой части pf L∈  и его решение имеет вид 
0 1

0

( ) exp ( ) ( )
k kt t

s

t b t
x t a d f s ds

s b s
η η

− −  −     = −    −      
∫ ∫ ɶ . 

 
4. Основной результат 

 
Пусть 1n > . Рассмотрим последовательность 0 1, ,..., nu u u . Определим 

ν +  как количество пар ( )1,j ju u + , таких, что <0ju , 1<0ju + , и ν −  как коли-

чество пар ( )1,j ju u + , таких, что >0ju , 1>0ju + , 0,1,..., 1j n= − . 

Теорема 1. Если 
0

0
n

j
j

u
=

≠∏ , то оператор L  нетеров индекса ν ν+ −− . 
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Если 
0

0
n

j
j

u
=

=∏ , то оператор L  не является нормально разрешимым. 

Доказательство. Пусть 
0

0
n

j
j

u
=

≠∏ . Определим вспомогательный опе-

ратор 0: p pD Lδ →  вида 

             
0

( )( ) ( ) ( ) ( )
n

j

j j

k
x t x t a t x t

t b
δ

=

 
= + +  − 

∑ɺ ɶ                                   [0, ]t b∈  

и рассмотрим уравнение 
( )( ) ( )x t f tδ =      [0, ]t b∈  

 Очевидно, что ядро оператора δ  состоит из функций 

0 1 1( ), ( ),..., ( )nX t X t X t− , где каждая функция ( )jX t  при [ ] )10, \ ,j jt b b b +∈   

тождественно равна нулю, 0,1,..., 1j n= − , а при )1,j jt b b +∈   является ре-

шением уравнения 

1

1

( )( ) ( ) ( ) ( ) 0j j
j j

j j

k k
x t x t a t x t

t b b t
δ +

+

 −
≡ + + + =  − − 
ɺ ɶ . 

Если при некотором значении 0,1,..., 1j n= −  функция ( )jX t  не явля-

ется элементом пространства 0
pD , то положим ( ) 0jX t ≡  на всем отрезке 

[ ]0,b .  

Здесь 0
2

( ) ( )
n

i

i i

k
a t a t

t b=
= +

−∑ɶ ɶ , 
1

0 2

( ) ( )
j n

i i
j

i i ji i

k k
a t a t

t b t b

−

= = +

= + +
− −∑ ∑ɶ ɶ  при 

1,2,..., 2j n= − , 
2

1
0

( ) ( )
n

i
n

i i

k
a t a t

t b

−

−
=

= +
−∑ɶ ɶ . Очевидно, что каждая функции 

( )ja tɶ  суммируема со степенью p  на соответствующем отрезке 1,j jb b +   , 

0,1,..., 1j n= − . 
Размерность ядра (коядра) оператора δ  равна сумме размерностей 

ядер (коядер) операторов jδ , 0,1,..., 1j n= − . Поэтому 
1

0

n

j
j

ind indδ δ
−

=
=∑ . 

Индексы операторов jδ  определяются в соответствии с утверждением 1, 

а именно при >0ju  и 1>0ju +  индекс оператора jδ  равен 1− ; при <0ju  и 

1<0ju +  индекс оператора jδ  равен 1, если ju  и 1ju +  разных знаков, то ин-

декс оператора jδ  равен нулю. Таким образом, индекс оператора δ  равен 

ν ν+ −− .  
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В силу теоремы С.Г. Крейна [1, с. 13] свойство нетеровости оператора 
δ  устойчиво по отношению к вполне непрерывному возмущению T  и 
при таком возмущении индекс оператора не меняется. Поэтому 
ind ν ν+ −= −L . 

Отметим, что в случае, когда хотя бы одно из чисел ju  равно нулю, то 

соответствующий оператор jδ  не является нормально разрешимым, сле-

довательно, также не являются нормально разрешимыми оператор δ  и 
оператор L . 
Теорема 2. Пусть ν ν+ −=  и однородное уравнение 
                           ( )( ) 0x t =L       [ ]0,t b∈  

имеет только тривиальное решение. Тогда уравнение (1) однозначно раз-
решимо при любой правой части. 
Доказательство следует из теоремы 1. 
 

5. Пример применения теоремы 1 
 

Пусть ( )
sin

k
a t

t
= , b nπ= , n  – некоторое фиксированное натуральное 

число. Положим 0 10, ,..., nb b b b nπ π= = = = . Рассмотрим уравнение 

( ) ( ) ( )( ) ( )
sin

k
x t x t Tx t f t

t
+ + =ɺ    [0, ]t nπ∈  (3) 

Решение уравнения (3) будем искать в пространстве 0
pD  функций 

px D∈ , удовлетворяющих дополнительным условиям ( ) 0mx b = , 
0,1,...,m n= . 
Теорема 4. Уравнение (3) нормально разрешимо тогда и только тогда, 

когда 
1

k
p

≠
′
. Если 

1
k

p
<

′
, то уравнение (3) нетерово и его индекс равен 

n− . Если 
1

k
p

>
′
, то уравнение (3) фредгольмово. 

Доказательство. Рассмотрим вспомогательный оператор 

1 0: p pD Lδ → , определяемый равенством ( )1 ( ) ( ) ( )
sin

k
x t x t x t

t
δ = +ɺ . Запи-

шем функцию ( )a t  в следующем виде: 
1

0

( ) ( ) ( )
( 1)

n

m m
m

k k
a t a t t

t m t m
χ

π π

−

=

 −= + + − − + 
∑ ɶ    (4) 
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Здесь 
( )

( )
sin 1m

k k k
a t

t t m t mπ π
−= − −

− − +
ɶ  при [ ]1,m mt b b +∈ , и ( ) 0ma t =ɶ  

при [ ] [ ]10, \ ,m mt b b b +∈ , 0,1,...,m n= . Нетрудно видеть, что функции ( )ma tɶ  

ограничены в существенном на отрезке [ ]0,b . 

Из равенства (4) видно, что асимптотика функции ( )a t  вблизи точек 

сингулярности определяется чередующимися константами k  и k− . Нера-

венство 
1

k
p

>
′
 гарантирует, что последовательность 0 1, ,..., nu u u  окажет-

ся знакочередующейся, и тогда 0ν ν+ −= = . Неравенство 
1

k
p

<
′
 влечет 

положительность чисел 0 1, ,..., nu u u , и тогда 0ν + = , nν − = . Если 
1

k
p

=
′
, 

то хотя бы одно из чисел 0 1, ,..., nu u u  обращается в нуль. Ссылка на теоре-
му 1 завершает доказательство. 
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ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРА I РОДА В ЗАДАЧЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ  

С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ∗∗∗∗ 
 

В статье рассматривается задача автоматического регулирования нелинейной 
динамической системы с обратной связью, описанная с помощью полиноми-
альных интегральных уравнений Вольтерра I рода. Приведены теоремы су-
ществования и единственности решений одного класса полиномиальных 
уравнений Вольтерра I рода. 
Ключевые слова: уравнения Вольтерра I рода, нелинейные интегральные 
неравенства, задача Коши. 

 
 S.V. Solodusha  

 
POLYNOMIAL VOLTERRA EQUATIONS OF THE FIRST KIND FOR  
MODELING NONLINEAR DYNAMIC SYSTEMS WITH FEEDBACK 

 
We consider the problem of automatic control of nonlinear dynamic systems with 
feedback. This problem is described by polynomial Volterra integral equations of 
the first kind. Shows the existence and uniqueness of solutions of some class of 
polynomial Volterra integral equations of the first kind. 
 
Keywords: Volterra equations of the first kind, nonlinear integral inequalities, 
Cauchy problem. 

 
Введение 

 
В теории моделирования систем управления традиционно использует-

ся аппарат дифференциальных уравнений. Тем не менее разработка аль-
тернативных методов моделирования, связанных с приложением инте-
гральных уравнений типа Вольтерра, является актуальной прикладной 
задачей (например, [1, 2]).  

Как известно, одним из наиболее универсальных методов математиче-
ского моделирования нелинейных динамических систем типа черного 
ящика является представление отклика системы ( )y t  на входной сигнал 

( )x t  в виде полинома Вольтерра. Полином Вольтерра N -й степени, ото-
бражающий ( )x t  в ( )y t , имеет вид 

                                      
1

1

,...,
1 1 ...

( ) ( ), [0, ],
n

n

N

i i
n i i p

y t f t t T
= ≤ ≤ ≤ ≤

= ∈∑ ∑                      (1) 
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где 

                 
1 1,..., ,..., 1

10 0

( ) ... ( , ,..., ) ( ) , [0, ],
n n j

t t n

i i i i n i j j
j

f t K t s s x s ds t T
=

= ∈∏∫ ∫          (2) 

t  имеет физический смысл времени, 1( ) ( ( ),..., ( ))px t x t x t=  есть p -мерная 

вектор-функция времени, ( )y t  – скалярная функция времени, причем 

[0, ](0) 0, ( ) Ty y t C′= ∈ . Ядра Вольтерра 
1,..., ni iK  в (2) симметричны лишь по 

тем переменным, которые соответствуют совпадающим индексам. При 
построении модели (1), (2) в теории динамических систем надо уметь на-
ходить ядра Вольтерра. Для решения этой задачи можно использовать 
метод [3, 4], основанный на задании специальных тестовых входных сиг-
налов.  

Предположим далее, что задача идентификации ядер Вольтерра 
1,..., ni iK  

в (2) решена. Будем считать также, что возмущения ( )ix t , 2,i p=  в (2) 
известны. Помимо нужной гладкости исходных данных в (1), (2) будем 
предполагать, что 1( , ) 0 [0, ]K t t t T≠ ∀ ∈ . Рассмотрим наиболее интерес-

ный для приложений случай 2N =  в (1). В случае стационарной динами-
ческой системы вместо (1), (2) имеем  

               
1

2
1, 2, 2,

1 1 2 1

( , ) ( ), [0, ],
p p p i

i i i i ji j i
i i i j

V x V x V x x y t t T
−

= = = =

+ + = ∈∑ ∑ ∑∑              (3) 

   1,

0

( ) ( )
t

i i i iV x K t s x s ds≡ −∫ , 

   2
2, 1 2 1 2 1 2

0 0

( , ) ( ) ( )
t t

i i ii i iV x K t s t s x s x s ds ds≡ − −∫ ∫ , 

   2, 1 2 1 2 1 2

0 0

( , ) ( , ) ( ) ( ) , ; , 1, .
t t

ji i j ji j iV x x K t s t s x s x s ds ds i j i j p≡ − − ≠ =∫ ∫  

Рассмотрим задачу стабилизации (регулирования), связанную с поис-
ком управляющего воздействия 1( )x t , поддерживающего выходной сиг-

нал ( )y t  на заданном уровне y∗ . Такая постановка возникает в связи с 
задачами автоматического управления техническими объектами. В этом 
случае уравнение (3) является полиномиальным уравнением Вольтерра I 
рода, непрерывное решение которого, вообще говоря, носит локальный 
характер. В работах [5-8] приведены результаты в области теории и чис-
ленных методов построения непрерывных решений полиномиальных 
уравнений (при 2,3N =  в (1)) для случая, когда ( )x t  – скалярная функция 
времени.  
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1. Постановка задачи 
 

В работе [9] рассмотрена численная схема решения полиномиального 
уравнения (3) для 2p =  при условии отсутствия обратной связи. Развивая 
исследование, начатое в [9], рассмотрим алгоритм получения управляю-
щего воздействия 1( )x t  с учетом апостериорных данных об отклонении 

выходной переменной ( )y t  от желаемого значения y∗ , так что 

1( ) ( )x t u t h= − , ( ) 0, [ ,0]u hξ ξ= ∈ − , h  – известное постоянное запаздыва-
ние. В этом случае задача регулирования нелинейного динамического 
объекта сводится к поиску непрерывного решения ( )u t∗  полиномиально-
го уравнения Вольтерра I рода 

                              2
1,1 1, 2,1 2,1

2 2

( , )
p p

i i i i
i i

V u V x V u x V u
= =

+ + + +∑ ∑                               

                              
1

2
2, 2,

2 2 2

( , ) ( ),
p p i

i i ji j i
i i j

V x V x x f t
−

= = =

+ + =∑ ∑∑                            (4) 

где ( ) ( ) ( ), [0, ].f t t t h t Tε ε= − − ∈  Сигнал ( ) ( )t y y tε ∗= − , ( ) 0ε ξ = , 
[ ,0]hξ ∈ −  считаем рассогласованием или ошибкой управления.  
 

2. Полиномиальные уравнения Вольтерра I рода 
 

Чтобы понять специфику полиномиального уравнения (3), рассмотрим 
случай постоянных ядер: 1, 0,i iK k k= >  ,ji jiK k= 1 j i p≤ ≤ ≤ . Все функ-

циональные пространства считаем вещественными.  
Не уменьшая общности, зададим 1 1k = , так что (3) принимает вид 

        

2

1 1 11 1
2 0 0 0

1 ( ) ( ) ( ) ( ),
t t tp

i i
i

k x s ds x s ds k x s ds f t
=

   
+ + =  

   
∑ ∫ ∫ ∫ ɶ  [0, ]t T∈ ,   (5) 

где 

           
2 2 20 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t tp p i

i i ji i j
i i j

f t y t k x s ds k x s ds x s ds
= = =

  
= − −   

  
∑ ∑∑∫ ∫ ∫ɶ .      (6) 

Теорема 1. Пусть 
                                                 (1)

[0, ]( ) , (0) 0Tf t C f∈ =ɶ ɶ .                               (7) 

Тогда решение (5), (6) определяется формулой 

                  ( )1
11

( ) 1 1
( ) ( ) 1 ( ) 1

( ) 2 ( )

f t
x t t t

t k t
β β

α α
∗ ′  ′= + + − 

 

ɶ
,                 (8) 
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где  

                                        
0

( ) ( ) ,
t

i it x s dsθ = ∫ 2,i p= ,                                  (9) 

                                            1
2

( ) ( )
p

i i
i

t k tβ θ
=

=∑ ,                                        (10) 

                               ( )2

11( ) 1 ( ) 4 ( )t t k f tα β= + + ɶ .                             (11) 

Доказательство. Убедимся, что подстановка (8)-(11) в (5) обращает 
его в тождество. Имеем: 

          ( )
( ) ( )

1
11 110 1

1 1
( ) ( ) ( ) 1

2 2

t tt

I x s ds du t t
k k

β α

β α
− +

∗= = = − + −∫ ∫ ,         (12) 

отсюда, с учетом (9)-(11), 

                               2
1 11

2 0

1 ( ) ( ).
tp

i i
i

k x s ds I k I f t
=

 
+ + ≡ 

 
∑ ∫ ɶ  

Теорема 1 доказана. 

Замечание 1. Условие (0) 0f =ɶ  использовалось для вычисления в (12) 
нижнего предела интегрирования, соответствующего замене 

( ) ( )u s sβ α= − + . 

Для установления принадлежности решения к классу [0, ]TC  нужны до-

полнительные предположения, обеспечивающие строгую положитель-
ность подкоренного выражения в (11).  

Убедимся, что в некоторых случаях непрерывное решение уравнения 
(5), (6) носит глобальный характер. Следуя [6], рассмотрим следующую 
теорему. 

Теорема 2. Пусть ( )f tɶ  знакопостоянна на [0, ]T . Если при этом 

                                                 11 ( ),sign k sign f t= ɶ  
то  
                                               1 [0, ]( ) Tx t C T∗ ∈ ∀ < ∞ . 

Доказательство немедленно следует из (8) – (11). 
Теорема 2 доказана. 
Заметим, что в линейном случае условие (0) 0y =  гарантирует отсут-

ствие решений в классе обобщенных функций. Следующая теорема пока-
зывает, что при переходе к (5), (6) это заведомо не так. 

Теорема 3. Если 1 ( )x t∗ −  решение уравнения (5), (6), то  

                             1 1 1
211 11

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

p

i i
i

x t x t t k x t
k k

δ∗∗ ∗

=

 
= − + + 

 
∑                   (13) 
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также решение (5), (6). Здесь ( )tδ  есть δ – функция Дирака.  
Доказательство. Покажем, что подстановка (13) в (5) обращает его в 

тождество. Действительно, в силу (13) 

             1 1 1
211 110 0 0

1 1
( ) ( ) ( )

t t tp

i i
i

I x s ds x s ds k x s ds
k k

∗∗ ∗

=
= = − − − ∑∫ ∫ ∫ , 

следовательно 

                                           2
1 11

2 0

1 ( )
tp

i i
i

k x s ds I k I
=

 
+ + = 

 
∑ ∫  

              

2

1 1 11 1
2 0 0 0

1 ( ) ( ) ( ) ( ),
t t tp

i i
i

k x s ds x s ds k x s ds f t∗ ∗

=

   
= + + ≡  
   
∑ ∫ ∫ ∫ ɶ  

поскольку 1 ( )x t∗ −  решение (5), (6). 
Теорема 3 доказана. 
Единственность решения (5), (6) в классе [0, ]TC  обеспечивает следую-

щая теорема. 
Теорема 4. Если решение (5), (6) в [0, ]TC  существует, то оно единст-

венно. 
Доказательство. Сделаем противоположное предположение, что су-

ществуют два решения 1 ( ),x t∗
1 1( ) ( )x t x t∗∗ ∗≠ , принадлежащие [0, ]TC . Тогда 

разность 1 1( ) ( )x t x t∗ ∗∗−  удовлетворяет тождеству 

                               1 1

0

( ) ( ( ) ( )) 0,
t

t x s x s dsυ ∗ ∗∗− ≡∫  [0, ]t T∈ , 

где 

                              11 1 1

0

( ) 1 ( ) ( ( ) ( ))
t

t t k x s x s dsυ β ∗ ∗∗= + + +∫ .                  (14) 

В силу непрерывности 1 ( )x t∗  и 1 ( )x t∗∗  значение ( )tυ в (14) не может 
тождественно равняться нулю, так как (0) 1υ = . Следовательно,  

                                    1 1

0

( ( ) ( )) 0, [0, ],
t

x s x s ds t T∗ ∗∗− ≡ ∈∫  

а значит, 1 1( ) ( )x t x t∗ ∗∗≡ , что противоречит предположению. 
Теорема 4 доказана. 
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3. Мажорантные уравнения 
 

Предположим далее, что допустимые входные возмущения есть 

              { }( ) ( ), , [0, ] , 2, ,i i i ix t X e t R t T i pλ λ∈ = ∈ ∈ =  

здесь ( )e t −  функция Хевисайда. 
По аналогии с [5-8], рассмотрим мажорантное интегральное уравне-

ние для (5), (6) в виде 

      

2

2
1 11

2 2 20 0

1 ( ) ( ) ,
t tp p i

i i ji j i
i i j

t M L s ds M s ds Ft t M L Lϕ ϕ
= = =

  
− − = +  

   
∑ ∑∑∫ ∫ ɶ    (15) 

где  

                0,i iM k= >  0,i iL λ= >  0,ji jiM k= >  1 ,j i p≤ ≤ ≤   

                                 
2

,
p

i i
i

F F M L
=

= +∑ɶ  
0
max ( ) 0.

t T
F y t

≤ ≤
′= >  

Заменой вида (9) решение уравнения (15) может быть сведено к нахо-
ждению решения задачи Коши 

       
1

2 2 2

11 1
2

2 ( )

( ) , (0) 0, [0, ]
1 2 ( )

p pi

ji j i i i
i j i

p

i i
i

F t M L L t M L

t t T

M t t M L

θ
θ θ

θ

= = =

=

+ +
′ = = ∈

− −

∑∑ ∑

∑

ɶ

       (16) 

и его дифференцированию. Так как замена вида (9) сводит (15) к квадрат-
ному относительно ( )tθ  уравнению 

               2 2
1 11

2 2 2

1 ( ) ( ) ,
p p i

i i ji j i
i i j

t M L t M t Ft t M L Lθ θ
= = =

 
− − = + 

 
∑ ∑∑ɶ   

то его решение, удовлетворяющее условию (0) 0θ = , имеет вид  

                                 1
211

1
( ) 1 ( )

2

p

i i
i

t t M L t
M

θ χ∗

=

 
= − − 

 
∑ ,                          (17) 

где 

              
2

1 11
2 2 2

( ) 1 4
p p i

i i ji j i
i i j

t t M L tM F t M L Lχ
= = =

  
= − − +  

   
∑ ∑∑ɶ .          (18) 

Ясно, что (17), (18) и является точным решением мажорантной задачи 
Коши (16). 

Таким образом, если исходным данным в (5), (6) отвечает набор 
( , , , ),i ji iF M M L  1 j i p≤ ≤ ≤ , то непрерывное решение уравнения (5), (6) 

1 ( )x t∗  заведомо существует и единственно на [0, ]T , где 
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                               1 11
2

1
2 2

p

i i
i

T T M L M F γ
η

∗

=

 
< = + − 

 
∑ ɶ ,  

                   11 1 11 11
2 2 2

p p i

i i ji j i
i i j

M F M L M F M M L Lγ
= = =

 
= + + 

 
∑ ∑∑ɶ ɶ , 

                          
2

1 11
2 2 2

4
p p i

i i ji j i
i i j

M L M M L Lη
= = =

 
= − 
 
∑ ∑∑ ,                    (19) 

причем справедливо неравенство 

                                           1 ( ) ( ), [0, ),x t t t Tφ∗ ∗ ∗≤ ∈  

где, с учетом (18), (19), 

             1 11 1
2 211 11

1 1
( ) 2

2 ( ) 2

p p

i i i i
i i

t M L t FM M L
M t M

ϕ η
χ

∗

= =

 
= − + − 

 
∑ ∑ɶ .  

 
4. Численный алгоритм учета обратной связи  

 
Допустим, что численное решение полиномиального уравнения (4) 

существует. Найдем его кубатурным методом средних прямоугольников. 

Введем сетку узлов it ih= , 1

2

1

2i
t i h

−

 = − 
 

, 1,i n= , nh T= . Аппроксими-

руем интегралы в (4) суммами. Для нахождения аппроксимации ( )u t∗  в 

1

2
i
 − 
 

-м узле получим квадратное уравнение относительно 1

2

h

i
u

−
: 

   
1 1 1 1 1 11 1 ,,2 2 2 2 2 22 2

2

2
11 1 1 11 1 1 1

2 2 12 2 2

2
k i kj

pi i
h h h h

i i j i
j k

h K u h K h K u h K x uµ µ
µ − − +−− − + −= = =

  
+ + + =    

   
∑ ∑∑  

( ) ( )f ih z ih= − −
1 1 1 11 1 ,,2 2 2 22 2

1 11 1 1 1
2 2 2 12 2

,
j j k i kj k

pi i i
h h h

i k i j
j k k

h K h K u h K x uµ µ
µ− − − − +− − − + − += = = =

 
+ +  

 
∑ ∑ ∑∑   (20) 

где 

  
1 1 1 1 1 11 1 ,,2 2 2 2 2 22 2

1

2 1 1 2 1

( )
j i k j k i k i jj k

p i i i
h h h

j k k

z ih h K h K x h K x x
µ

µ µµ µ νµ ν µ
µ ν− − + − − − + − +− −

−

= = = = =

 
= + +  

 
∑∑ ∑ ∑∑ , 

1 1 1 1 1 1
, ,

2 2 2 2 2 2

1 11 1 1 1
2 2 2 12 2

( ) ( ),
j j k j k i k

pi i i
h h h

i k i j
j k k

y lh h K h K u h K x u z lhµ µ
µ− − − − − − +− − − −= = = =

 
= + + − 

 
∑ ∑ ∑∑  

( ) ( ),y h z h=  ( ) ( ),f h hε=  ( ) ( ) (( 1) ),f lh lh l hε ε= − −  ( ) ( ),ih y y ihε ∗= −  2,l n= . 
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Выбор нужного корня в (20) определяется условием  

                                        1 0
12

(0)
(0)

(0)
h

h

y
u u

K→

′
→ = . 

Дальнейшее развитие работы связано с исследованием нелинейных 
процессов теплообмена. В качестве эталонной динамической системы бу-
дет рассмотрена математическая модель переходного процесса в элементе 
теплообменного аппарата, предложенная в [10]. 

 
Заключение 

 
В работе исследуется один класс нелинейных интегральных уравне-

ний Вольтерра I рода, связанный с задачей моделирования нелинейной 
динамики в векторном случае. Разработан адаптивный алгоритм учета 
обратной связи для применения полиномов Вольтерра в задачах автома-
тического управления нелинейными динамическими системами типа чер-
ного ящика. Для установления области существования непрерывного ре-
шения применена техника получения неулучшаемых оценок решений не-
линейных интегральных неравенств, разработанная в [5–8]. Также пока-
зано, что, несмотря на условие (0) 0y = , данные полиномиальные уравне-
ния Вольтерра I рода заведомо имеют решение в классе обобщенных 
функций.  
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ОБ ОДНОМ ПРИМЕРЕ КЕЛЕРОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
 
Статья посвящена построению почти эрмитовой структуры инвариантного типа 
[6] на касательном расслоении над  эрмитовой кривой. Найдены необходимые и 
достаточные условия келеровости этой почти эрмитовой структуры. 
Ключевые слова: касательное расслоение, многообразие, келерова структу-
ра, почти эрмитова структура. 
 

B.V. Zayatuyev 
 

ONE EXAMPLE KAHLERIAN SURFACE 
 

Article is devoted to construction almost Hermitian structure invariant type [6] on 
the tangent bundle over the Hermitian curve. The necessary and sufficient condi-
tions Kahlerian the almost Hermitian structure. 
Keywords: tangent bundle, manifold, Kehler’s structure, almost Hermition structure. 
 
  
Напомним, что почти эрмитово многообразие ( , , )nM J g  называется 

локально-конформно келерововым (короче – л.к.к.), если существует его 
открытое покрытие {U α } и гладкие функции ασ : Uα → Rn  

такие, что 

{ , }J g e gασ
α

−=  келерова структура на Uα . В случае, когда покрытие со-
стоит из одного элемента {M n}, структура назывется глобально-
конформно келеровой. 

Вайсманом  [1] были получены следующие две  характеристики таких 
многообразий: 

1. Необходимым и достаточным условием  локально-конформной  ке-
леровости многообразия ( , , )nM J g , ( 4)n > является справедливость тож-
дества  

d ωΩ = ∧ Ω ,                                                 (1) 

где  Ω –фундаментальная 2-форма структуры, 
2

1

1n
Jω δ= Ω

−
� –  

1-форма, называемая формой Ли.  Можно показать, что при 4n >  
форма Ли замкнута вследствие (1) и  невырожденности 2-формы Ω . 

В случае 4n = , к  (1) добавляется еще одно условие: 0dω = . 
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2. Другой эквивалентной характеристикой  таких многообразий при 
4n >  является  условие почти комплексности  так называемой связности 

Вейля 
1 1 1
2 2 2( ) ( ) ( , )X XY Y X Y Y X g X Yω ω ξ∇ = ∇ − − +ɶ ,             (2) 

где  ∇ – риманова связность метрики g, ξ –вектор, двойственный фор-
ме Ли, называемый вектором Ли. При 4n =  также добавляется условие 

0dω = .  
Если форма Ли точна, то есть dω σ= , то структура { , }J g  является 

глобально-конформно келеровой и { , }J e gσ− – келерова структура на nM . 
Вычислив ковариантную производную структурного оператора J  в 

связности Вейля, получим 
1
2( ) ( ) ( ( ) ( ) ( , ) ( , ) )X XJ Y J Y Y JX JY X X Y g X Y Jω ω ξ ξ∇ = ∇ + − + Ω −ɶ .  (3) 

 Легко проверить,  что условие 0X J∇ =ɶ , с учетом (3), можно записать в 
следующем эквивалентном виде 

1
( ( ) , ) ( ( , ) ( ) ( , ) ( )

2( 1)

( , ) ( ) ( , ) ( )),

Xg J Y Z g X Y F Z g X Z F Y
n

g X JY F JZ g X JZ F JY

δ δ

δ δ

−∇ = − −
−

− + +
 

где    ( , ) ( , ) ( , )F X Y g JX Y X Y= = −Ω . 
Как известно [2],  данное условие является определяющим условием 

принадлежности многообразия ( , , )nM J g  к классу W4 , в классификации 
Грея-Хервеллы. Таким образом, мы замечаем, что  в случае n>4, класс 
локально-конформно келеровых многообразий совпадает с классом W4. 
Это факт, исходя из совершенно других соображений, был также получен 
в работе [8 ]. В случае 4n = , как известно ([2]),  класс W4 совпадает с клас-
сом эрмитовых поверхностей. 

 Пусть ( ( ), , )nT M J g − касательное расслоение над почти эрмитовым 

многообразием ( , , )nM J g , снабженное почти эрмитовой структурой ин-
вариантного типа [3], где  

( ) ( ) ;

( ) ( ) ;

H H

V V

J X JX

J X JX

=

=
 

 ( );(...) ,(...)H VX Mχ∈ − горизонтальный и вертикальный лифты [4]. 

( , ) ( , );

( , ) 0;

( , ) ( , );

H H

H V

V V

g X Y g X Y

g X Y

g X Y g X Y

λ=
=
=

 

где gλ − риманова метрика, полученная конформным преобразовани-
ем  метрики g . 
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Относительно римановой связности ∇  метрики g  имеют место сле-
дующие формулы [5] 

 

                          

1
2

1
2

1
2

( ) ( ) ( ( , ) ) ;

( ) ( ( , ) ) ( ) ;

( ) ( ( , ) ) ;

0;

H

H

V

V

H H V
Z XX

V H V
Z XX

H H
ZX

V

X

Y Y R X Y Z

Y R Z Y X Y

Y R Z X Y

Y

λ

λ

′∇ = ∇ −

∇ = + ∇

∇ =

∇ =

                                (4) 

где , ( )X Y Mχ∈ ; ( )nZ T M∈ ; , ′∇ ∇ – соответственно, римановы связ-
ности метрик g  и gλ ; R– тензор кривизны связности ∇ .  

Кроме того,  
1
2

1
2

1
2

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( , ) ( , ) ) ;

( ( ) ) ( ( , ) ( , ) ) ( ( ) ) ;

( ) ( ( , ) ( , ) ) ;

( ) 0;

H

H

V

V

H H V
Z XX

V H V
Z XX

H H
ZX

V

X

J Y J Y JR X Y Z R X JY Z

J Y R Z JY X JR Z Y X J Y

Y R Z X JY JR Z X Y

J Y

λ

λ

′∇ = ∇ + −

∇ = − + ∇

∇ = −

∇ =

   (5) 

С учетом (5) имеем 
( ) ( )HX Xδ δ ′Ω = Ω , 

1
2( ( )) ( ( , )),V

ZX tr JR Z XλδΩ =  

где δΩ – кодифференциал фундаментальной формы структуры { , }J g ; 

δ ′Ω – кодифференциал фундаментальной формы структуры  { , }J gλ . 
Отсюда 

2
2( 1)

1
2( 1)

( ) ( );

( ( )) ( ( , )).

H n
n

V
Z n

X X

X tr JR Z JXλ

ω ω

ω

−
−

−

′=

=
                                   (6) 

где ω – форма Ли структуры { , }J g ; ω′ – форма Ли структуры 
{ , }J gλ . 

 
Теорема 1. Касательное расслоение  ( ( ), , )nT M J g  ( 2)n > является 

локально-конформно келеровым многообразием тогда и только тогда, 
когда ( , , )nM J g – плоское келерово многообразие и constλ = . 

Доказательство. С учетом (5) и (6) формула (3) относительно струк-
туры  { , }J g  на касательном расслоении  ( )nT M  примет следующии вид: 

 
1
2( ( ) ) ( ( ) ) ( ( , ) ( , ) )

( ( , ) ( , ) );

H

H H V
Z XX

V V

J Y J Y JR X Y Z JR X JY Z

g X Y J X Yλ ξ ξ

′′∇ = ∇ + − +

+ − Ω

ɶ
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1
2( ( ) ) ( ( , ) ( , ) ) ( )

( )( ) ( ( ) ) ;

H

V H H
Z VX

H V
V X

J Y R Z JY X JR Z Y X JY X

Y JX J Y

λ ω

ω

∇ = − + −

− + ∇

ɶ
             (7) 

               3)  
1

2( ( ) ) ( ( , ) ( , ) ) ( )

( )( ) ;

V

H H V
Z HX

V
H

J Y R Z X JY JR Z Y X JY X

Y JX

λ ω

ω

∇ = − + −

−

ɶ
 

4)   
( ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )( ) ;

V

V V
H H VX

V
V V V

J Y X Y g X Y J JY X

X Y g X Y J Y JX

ξ ξ ω

ξ ξ ω

∇ = Ω − + −

−Ω + −

ɶ
 

где  ′′∇ − связность Вейля структуры { , }J gλ ; ( )H Xω = 2
2( 1) ( )n

n Xω−
− ′ , 

( )V ZXω = 1
2( 1) ( ( , ))n tr JR Z JXλ− . 

 Пусть связность Вейля ∇ɶ  почти комплексна относительно J , то есть 
0, ( )X J X TMχ∇ = ∈ɶ . Тогда из (7)3, в частности, получаем 

( ) ( )( ) 0V V
H HJY X Y JYω ω− = . 

Отсюда, в силу линейной независимости векторных полей VX  и 
( ) ( )V VJ X JX= , следует 0Hω = . С учетом этого и  (7)4 получаем 

( ) ( , ) ( , ) ( )( ) 0V V
V V V VJY X X Y g X Y J Y JXω ξ ξ ω− Ω + − = . 

Произведя в этом выражении свертку по первому нижнему и верхне-
му аргументам, имеем 

( 1) ( ) ( , ) 0V Vn JY g J Yω ξ− + = . 
Затем, заменяя Y JY→ , 

( 2) ( ) 0Vn Yω− = . 

Таким образом, если 2n > , то 0Vω = . 

Итак, если 2n > , то форма Ли 0ω = . Тем самым условие 0X J∇ =ɶ  

при 2n >  равносильно 0X J∇ = , то есть келеровости структуры { , }J g . 

Как известно [3], келеровость структуры  { , }J g  равносильна 0R=  и 
constλ = . Тем самым теорема 1 доказана. 
 
Теорема 2.  Пусть 2( , , )M J g – келерово многообразие со знакоопре-

деленной гауссовой кривизной κ . Тогда эрмитова поверхность 

2( ( ), , )T M J e gσ− , где 
2

i j
ijg y y

κσ
λ

= − , является келеровой поверхностью 

тогда и только тогда, когда  Aλ κ= , где A const=  и ( ) ( )sign A signκ= . 

Доказательство. Пусть 2( , , )M J g – двумерное (связное) келерово 

многообразие. Тогда, как известно [6], 2( ( ), , )T M J g – эрмитово многооб-
разие, названное нами тангенциальной эрмитовой поверхностью. Из  
двумерности риманова многообразия  2( , )M g  имеем       
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( , ) ( ( , ) ( , ) )R X Y Z g X Z Y g Y Z Xκ= − , 
где κ – гауссова кривизна. Следовательно, соотношения  (6) примут 

вид 

                         
( ) 0;

( ( )) ( , ).

H

V
Z

X

X g Z X

ω
κω
λ

=

= −
                                   (8) 

Как известно  [7],  для эрмитовых поверхностей условие  0X J∇ =ɶ  

имеет место тождественно.  В нашем случае это также легко проверить, 
использовав формулы (7) и (8). 

Вычислив ковариантную производную формы Ли ω , получим 

( ) 0,

( ( ) ) ( ) ( , ),

( ) 0,

( ) ( , ),
2

H

H

V

V

H

X

V
Z XX

H

X

V

X

Y

Y g Z Y

Y

Y g X Y

ω
κω
λ

ω
κω
λ

∇ =

∇ = ∂ −

∇ =

∇ = −

 

где i
X i

X
x

∂∂ =
∂

. 

Отсюда 
( , ) 0,

( ( , )) ( ) ( , ),
2

( , ) 0.

H H

H V
Z X

V V

d X Y

d X Y g Z Y

d X Y

ω
κω
λ

ω

=

= ∂ −

=

 

Таким образом,  получаем, что 0dω = тогда и только тогда, когда 

( ) 0X

κ
λ

∂ = . С учетом связности многообразия 2M , ( ) 0X

κ
λ

∂ = тогда и 

только тогда, когда const
κ
λ

= . Кроме того, в силу положительности  

функции λ , это равенство имеет смысл  только тогда,  когда гауссова 
кривизна κ  знакоопределена. Покажем теперь, что замкнутость формы 
Ли ω  влечет ее точность. Действительно, в адаптированном кобазисе 
{( ) ,( ) }V Hdx dx  имеем 

1
2

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ),
2

s i H i s i l s j
is is is lj

i s l s i j
is ls ij

g y dx g dy y g y y dx

g dy y dg y y d g y y

κ κω
λ λ

κ κ
λ λ

= − = − + Γ =

= − + = −
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где ( , )i ix y – стандартная  локальная система  координат на 2( )T M , 

{ }ijg – компоненты римановой метрики g в этой системе координат. Та-

ким образом, форма Ли  ,dω σ=  где 
2

i j
ijg y y

κσ
λ

= − . Легко проверить, 

что σ – глобально определенная функция на ( )T M . Тем самым доказано, 

что 2( ( ), , )T M J g −   глобально-конформно келерово многообразие тогда и 
только тогда,  когда  выполняются следующие два условия: 

1. 2( , )M g – риманово многообразие со знакоопределенной гауссовой 
кривизной κ ; 

2. Aλ κ= , где A const=  и ( ) ( )sign A signκ= . 
Теорема доказана. 
 
Следствие. Пусть 2( , , )M J g  многообразие постоянной гауссовой 

кривизны κ . Тогда эрмитова поверхность 2( ( ), , )T M J e gσ−  является ке-

леровой поверхностью тогда и только тогда, когда constλ = . 
 

Заключение 
 

В настоящей работе, в отличие от большинства других работ по дан-
ной тематике,   рассматривается касательное расслоение над   эрмитовым 
многообразием. Показано, что на ней естественным образом индуцирует-
ся  почти эрмитова структура   инвариантного типа и получены  необхо-
димые и достаточные условия келеровости этой структуры. Основные 
результаты работы получены  вычислением в формализме Кошуля. 
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О КЛОНАХ УЛЬТРАФУНКЦИЙ, 
 СОХРАНЯЮЩИХ НУЛЬ И ЕДИНИЦУ 

 
В решетке клонов ультрафункций рассматривается интервал между клоном 
функций, сохраняющим нуль и единицу, и клоном всех ультрафункций. По-
казано, что такой интервал содержит 8 клонов.  
Ключевые слова: клон, решетка, суперпозиция, замкнутое множество, ульт-
рафункция. 

 
S.J. Haltanova 

 
 ABOUT ONE INTERVAL IN THE LATTIC OF CLONES  

OF ULTRAFUNCTIONS 
 

The interval between the clone of function, saving 0 and 1, and the clone of ultra-
function are considered in the lattic of clones of ultrafunctions. It’s showing that 
such interval contain 8 clones. 
Keywords: clone, lattic, superposition, closed set, ultrafunction. 
 

Введение 
 

Пусть { }0,1E = , { }{ }0,1, 0,1F = . Функции : nf E E→  называются 

всюду определенными булевыми функциями ( 2P  – множество всех всюду 

определенных булевых функций); : nf E F→ – ультрафункциями ( ~
2P – 

множество всех ультрафункций).  
Пусть даны ~

1 2( ,..., )nf x x P∈ , ~
1 1 1 2( ,..., ),..., ( ,..., )m n mf x x f x x P∈ , тогда су-

перпозиция 1 1 1( ( ,..., ),..., ( ,..., ))m n mf f x x f x x  определяет функцию 

1( ,..., )mg x x , принад-лежащую ~
2P , следующим образом [2]:  
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1

1

1
( ,..., )

1

1
( ,..., )

( ,..., ),  если это пересечение не равно ;   

( ,..., )
( ,..., ),  иначе.

i i m

i i m

n
f

m

n
f

f

g
f

β α α

β α α

β β
α α

β β
∈

∈

 ∅


= 



∩

∪
 

Функция { }1 1( ,..., ) : ( ,..., )n n if x x f α α α= , где { }1,...,i n∈ , называется 

селекторной. 
Клон − множество функций, замкнутое относительно суперпозиции и 

содержащее все селекторные функции.  
Интервалом ( , )I A B  называется частично упорядоченное по включе-

нию множество всех клонов, содержащих клон A  и являющихся под-
множествами клона B . 

Интервалы представляются в виде диаграмм, где клоны изображаются 
точками и точка, представляющая клон A , расположена выше и соедине-
на отрезком с точкой, представляющей клон B , если множество A  непо-
средственно содержит B . 

Если A  – множество, то через [ ]A  обозначим пересечение всех кло-

нов, содержащих A . Множество A  называется полным, если [ ] ~
2A P= . 

Пусть K  – клон, 1K – его подклон, тогда 1K  называется максималь-

ным подклоном в K  тогда и только тогда, когда { }1K f K ∪  =   для 

любой 1\f K K∈ . 
 Определим множества:  

{ }0,0 2 | (0,...,0) 0 T f P f= ∈ = , { }~ ~
0,0 2 | (0,...,0) 0 T f P f= ∈ = ,  

( ){ }1,1 2 | 1,...,1 1 T f P f= ∈ = , { }~ ~
1,1 2 | (1,...,1) 1 T f P f= ∈ = , 

01 0,0 1,1T T T= ∩ , ~ ~ ~
01 0,0 1,1T T T= ∩ . 

Нетрудно проверить, что эти множества ультрафункций являются 
клонами. 

В работе описан интервал ~
01 2( , )I T P и показано, что он содержит ровно 

8 клонов  из ~
2P  (включая сам этот клон).   

В дальнейшем для удобства изложения будем использовать кодировку 

{ }0,1 ~→ , а функции задавать в виде векторов-значений ультрафункций  

на всех наборах, расположенных в натуральном порядке. 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Халтанова С.Ю. О клонах ультрафункций, сохраняющих нуль и единицу 
 
 

 95 

1. Некоторые полные множества 
 

Приведем некоторые примеры полных множеств ультрафункций, на 
которые мы сошлемся при доказательстве теорем. 

Пусть

1 2 3 4 5 6( ) (~ 0), ( ) (0 ~), ( ) (1 ~), ( ) (~ 1), ( ) (~~), ( ) (01),h x h x h x h x h x h x= = = = = =
7 8 9 10 1 2 11 1 2( ) (10), ( ) (00), ( ) (11), ( , ) (0001),  ( , ) (0111),  h x h x h x h x x h x x= = = = =
12 1 2 13 1 2 14 1 2 15 1 2(x ,x )=(~~11), ( , ) (~ 1 ~ 1),  ( , ) (~ 111),  ( , ) (00 ~~),   h h x x h x x h x x= = =

16 1 2 17 1 2 18 1 2 3( , ) (0 ~ 0 ~), ( , ) (000 ~),  ( , ) (01000011).h x x h x x h x x x= = =  

 
Замечание. Функции 6 10 11 18, , ,h h h h принадлежат множеству 01T , функ-

ции 12 13,h h 15 16( , )h h  можно получить суперпозициями из 4h 2( )h  и селек-

торных функций и { }10 7 2,h h P  =   , { } ~
2 5 2P h P ∪  =  .  

 Лемма 1. Множество функций { }01 1T h∪  является полным в ~
2P . 

Доказательство. Построим последовательность суперпозиций, за-
дающую ультрафункции из { }01 1[ ]T h∪  и содержащую ультрафункции 5h  

и 7h  : 
 

10 1 6 8( , ) ,h h h h=  1 8 5( ) ,h h h=  11 1 6 4( , ) ,h h h h= 11 12 13 14( , ) ,h h h h=  

14 5 5 9( , ) ,h h h h=  18 8 6 9 7( , , )h h h h h= . 

Лемма 2. Множество функций { }01 3T h∪  является полным в ~
2P . 

Доказательство. Цепочка суперпозиций 

10 3 6 2( , )h h h h= , 11 3 6 9( , )h h h h= , 2 9 5( )h h h= , 10 15 16 17( , )h h h h= , 17 5 5 8( , )h h h h= ,

18 8 6 9 7( , , )h h h h h=  содержит ультрафункции 5h  и 7h . 

 Следствие 1. Множество ультрафункций { }0,0 1T h∪  и { }1,1 3T h∪  яв-

ляется полным в ~
2P . 

Лемма 3. Множество функций { }01 5T h∪  является полным в ~
2P . 

Доказательство. 11 6 5 4( , )h h h h= , 11 12 13 14( , )h h h h= , 14 5 5 9( , )h h h h= , 

10 5 6 2( , )h h h h= , 10 15 16 17( , )h h h h= , 17 5 5 8( , )h h h h= , 18 8 6 9 7( , , )h h h h h= . 

Следствие 2. Множество функций { }0,0 5T h∪  и { }1,1 5T h∪  является 

полным в ~
2P . 
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Основной результат 
 

Теорема 1. Клоны, представленные на рис. 1, различны и вложены 
друг в друга так, как показано на рисунке. 

 

 
Доказательство. Достаточно легко проверяется несовпадение ука-

занных клонов, остается проверить их структуру вложенности. В [2] дока-
зано, что 01T  является максимальным подклоном в 0,0T  и 1,1T , а также то, 

что 0,0T  и 1,1T  являются максимальными в 2P , в [4] то, что 0,0T  – макси-

мальный подклон в ~
0,0T  и 1,1T – максимальный подклон в ~

1,1T , в [3] то, что 
~

0,0T  и ~
1,1T  – максимальные поклоны в ~

2P . 

Остается показать, что 01T  является максимальным подклоном в ~
01T , и 

~
01T  – максимальный подклон в ~

0,0T  и ~
1,1T . 

Сначала докажем, что выполняется равенство { } ~
01 01T f T ∪  =  , где 

~
1 01 01( ,..., ) /nf x x T T∈ . 

~
2P  

 

   

Рис. 1. Интервал ~
01 2( , )I T P  

0,0T  
1,1T  

~
01T  

~
0,0T  

2P  ~
1,1T  

~
2P  
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Доказательство включения { } ~
01 01T f T ∪  ⊆   очевидно.  

Пусть функция ~
1 01( ,..., )mg x x T∈  и (0,...,0) 0g = , (1,...,1) 1g = , а также 

1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1

( ,..., ) 0, ( ,..., ) 1, ( ,..., ) ~,

... ... ...

( ,..., ) 0; ( ,..., ) 1; ( ,..., ) ~ .

m m m

r r s s t t
m m m

g g g

g g g

α α β β γ γ

α α β β γ γ

= = =

= = =
 

Так как функция ~
1 01 01( ,..., ) /nf x x T T∈ , то (0,...,0) 0f = , (1,...,1) 1f =  и 

пусть 1( ,..., )nτ τ  такой набор, что 1( ,..., ) ~nf τ τ = . 

Возьмем функции 1 1 1 01( ,..., ),..., ( ,..., )m n mh x x h x x T∈  такие, что 

(0,...,0) 0ih = , 

(1,...,1) 1,ih = 1( ,..., ) 0,j j
i mh α α = 1( ,..., ) 1,k k

i mh β β = 1( ,..., ) ,l l
i m ih γ γ τ= где

{ }1,..., ,i n∈  { }j 1,...,r∈ , { }k 1,...,s∈ , { }l 1,...,t∈ . 

Пусть суперпозиция 1 1 1( ( ,..., ),..., ( ,..., ))m n mf h x x h x x  определяет функ-

цию 1( ,..., ).mx xφ  Покажем, что 1 1( ,..., ) ( ,..., )m mx x g x xφ = . 
Действительно,  

1

1

1 1 1 1

1 1 1

(0,...,0) ( (0,...,0),..., (0,...,0)) (0,...,0) 0,

(1,...,1) ( (1,...,1),..., (1,...,1)) (1,...,1) 1,

( ,..., ) ( ( ,..., ),..., ( ,..., )) (0,...,0) 0,

( ,..., ) ( (

n

n
j j j j j j

m m n m
k k k

m

f h h f

f h h f

f h h f

f h

φ
φ
φ α α α α α α
φ β β β

= = =
= = =

= = =
=

{ } { } { } { }

1

1 1 1 1 1

,..., ),..., ( ,..., )) (1,...,1) 1,

( ,..., ) ( ( ,..., ),..., ( ,..., )) ( ,..., ) ~,

 1,..., ,  1,..., ,  1,...,s , 1,..., .

k k k
m n m

l l l l l l
m m n m n

h f

f h h f

i n j r k l t

β β β
φ γ γ γ γ γ γ τ τ

= =

= = =
∈ ∈ ∈ ∈

 

Отсюда следует, что { }1 01( ,..., )mg x x T f∈  ∪   , т.е. выполняется вклю-

чение { }~
01 01T T f⊆  ∪   . Таким образом, доказали справедливость равен-

ства { } ~
01 01T f T ∪  =  . 

Следующим шагом покажем, что выполняется равенство 

{ }~ ~
01 0,0T f T ∪ =  , где ~ ~

1 0,0 01( ,..., ) /nf x x T T∈ . 

Доказательство включения { }~ ~
01 0,0T f T ∪ ⊆   очевидно. Если 

~ ~
1 0,0 01( ,..., ) /nf x x T T∈ , то (0,...,0) 0f =  и (1,...,1) 0f = или (1,...,1) ~f = . В 

любом случае имеем (00) [{ }].f∈  Теперь функцию 2( ,..., )mg x x из ~
0,0T  

можно представить суперпозицией 2 2( ,..., ) (0, ,..., ),m mg x x h x x=  где 

1( ,..., )mh x x  − подходящая функция из клона ~
01T . 

Аналогично доказывается, что выполняется равенство 

{ }~ ~
01 1,1T f T ∪ =  , где ~ ~

1 1,1 01( ,..., ) /nf x x T T∈ . 
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Теорема 2. В множестве ~
2P  существуют ровно 8 клонов, содержащих 

клон 01T , а именно клоны, представленные на рис. 1. 

Доказательство. Пусть A  − клон в ~
2P  такой, что ~

01 2T A P⊆ ⊆ . То, 

что нет клонов между 2P  и ~
2P  показано в [2]. Если 01/A T = ∅ , то 01A T= . 

В противном случае выполняется одно из следующих условий: 
1. Существует функция f A∈  такая, что (0,...,0) 1f = , (1,...,1) 0f = . 

Тогда получим 2P A⊆ . 
2. Существует функция f A∈  такая, что (0,...,0) 0f = , (1,...,1) 0f =  и 

не существует набора 1( ,..., )nα α  такого, что 1( ,..., ) ~nf α α = . Тогда  

0,0T A⊆ . 

Пусть 0,0A T≠ , ~
0,0A T≠  и 2A P≠ . Рассмотрим 2 возможных случая. В 

первом случае в A  существует функция 1( ,..., )nf x x  такая, что 

(0,...,0) 1f = и на некотором наборе 1 1( ,..., ) | ( ,..., ) ~n nfα α α α = . По следст-

вию 1 получим ~
2A P= . Во втором случае в A  существует функ-

ция 1( ,..., )nf x x  такая, что (0,...,0) ~f = . Тогда легко получить функцию 

5h , и по следствию 2 имеем ~
2A P= . 

3. Существует функция f A∈  такая, что (0,...,0) 1f = , (1,...,1) 1f =  и 

не существует набора 1( ,..., )nα α  такого, что 1( ,..., ) ~nf α α = . Тогда 

1,1T A⊆ . Аналогично показывается, что если ~
1,1A T≠  и 2A P≠ , то, исполь-

зуя следствие 1 и следствие 2, получим ~
2A P= . 

4. Существует функция f A∈  такая, что (0,...,0) 0f = , (1,...,1) 1f =  и 

существует набор 1( ,..., )nα α  такой, что 1( ,..., ) ~nf α α = . Тогда  ~
01T A⊆ . 

Пусть ~
0,0A T≠  и ~

1,1A T≠ . Тогда в A  существует либо функция 7h , либо 3h , 

либо 1h , либо 5h . В первом случае получим 2P A⊆ . В остальных случаях, 

используя соответственно лемму 1, лемму 2 и лемму 3, получим ~
2A P= . 

5. Существует функция f A∈  такая, что (0,...,0) 0f = , (1,...,1) 1f ≠ , и 

существует набор 1( ,..., )nα α  такой, что 1( ,..., ) ~nf α α = . Тогда ~
0,0T A⊆ . 

Получим ~
2A P=  или ~

0,0A T= . 

6. Существует функция f A∈  такая, что (0,...,0) 0f ≠ , (1,...,1) 1f = , и 

существует набор 1( ,..., )nα α  такой, что 1( ,..., ) ~nf α α = . Тогда ~
1,1T A⊆ . 

Получим ~
2A P=  или ~

1,1A T= . 

7. Существует функция f A∈  такая, что (0,...,0) ~f = , (1,...,1) 0f = . 

По лемме 1 получим ~
2A P= . 
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8. Существует функция f A∈  такая, что (0,...,0) 1f = , (1,...,1) ~f = . 

По лемме 2 получим ~
2A P= . 

9. Существует функция f A∈  такая, что (0,...,0) ~f = , (1,...,1) ~f = . 

По лемме 3 получим ~
2A P= .  
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ЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ С ПАРАБОЛИЧЕСКИМИ 

ОБРАЗУЮЩИМИ В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ  
КВАЗИЭЛЛИПТИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
В данной работе построен и геометрически характеризован канонический ре-
пер линейчатой поверхности с параболическими образующими в четырех-
мерном квазиэллиптическом пространстве, даны геометрические характери-
стики инвариантов и получены простейшие классы.   
Ключевые слова: квазиэллиптическое пространство, абсолют, линейчатая 
поверхность, репер, инварианты. 
 

V.B. Tsyrenova, А.Е. Batozhargalova 
 

RULED SURFACES OF PARABOLIC LINES  
IN THE 4D QUASI-ELLIPTIC SPACE 

 
We construct and geometrically characterize a canonical frame of the elliptic lines 
surface in the 4D quasi-elliptic space. The geometric values of the surface invari-
ants and some classes of surfaces are obtained. 
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Keywords: quasi-elliptic space, absolute, of the elliptic lines surface, frame, in-
variants. 
 

Введение 
 

Дифференциальная геометрия четырехмерного квазиэллиптического 
пространства S1

4 рассматривалась Т.П. Володиной [1, 2]. Более полно ис-
следованы погруженные многообразия только в S1

3.  
 

§ 1. Предварительные сведения 
 

Четырехмерным квазиэллиптическим пространством S1
4 называется, 

проективное пространство Р4, в котором задан абсолют, состоящий из па-
ры мнимых гиперплоскостей, пересекающихся по действительной 2-
плоскости, и мнимой коники в этой плоскости. 

Прямые, пересекающие абсолютную плоскость, называются парабо-
лическими, или евклидовыми. 

Наиболее общий репер пространства можно выбрать так, чтобы абсо-
лют задавался уравнениями: 

0 2 1 2 0 1
0

0 1 2 2 3 2 4 2
1

: ( ) ( ) 0, : 0,

: 0, ( ) ( ) ( ) 0.

Q x x T x x

Q x x x x x

+ = = =

= = + + =
 

Это означает, что координатный тетраэдр выбран так, что абсолютная 
2-плоскость является плоскостью 2 3 4A A A . Точки 2 3 4, ,A A A  полярно со-

пряжены относительно абсолютной коники, а гиперплоскости 0 2 3 4A A A A и 

1 2 3 4A A A A  полярно сопряжены относительно абсолютных гиперплоско-
стей. 

Тогда в квазиэллиптическом пространстве S1
4 определяются следую-

щие квазискалярные произведения: 

( ) 0 0 1 1

1
;X Y x y x y∗ = +           (1.1) 

( ) 2 2 3 3 4 4

2
.X Y x y x y x y∗ = + +           (1.2) 

Координаты точек, не лежащих в абсолютной плоскости, нормируют-
ся условием ( )1

1X X∗ = . Координаты точек, лежащих в абсолютной 

плоскости, – условием ( )2
1X X∗ = . Расстояния между точками на пара-

болических прямых и между точками абсолютной 2-плоскости определя-
ются соответственно по формулам: 

( )1
cos ;X Yδ = ∗           (1.3) 

( )2

2
;d X Y X Y= − ∗ −          (1.4) 

( )2
cos .X Yδ = ∗           (1.5) 
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Деривационные формулы наиболее общего репера примут вид: 
1 2 3 4

0 0 1 0 2 0 3 0 4

1 2 3 4
1 0 0 1 2 1 3 1 4

3 4
2 2 3 2 4

3 4
3 2 2 3 4

4 4
4 2 2 3 3

,

,

,

,

.

dA A A A A

dA A A A A

dA A A

dA A A

dA A A

ω ω ω ω
ω ω ω ω

ω ω
ω ω
ω ω

= + + +

= − + + +

= +

= − +

= − −

 

 
§ 2. Канонический репер параболического регулюса  

и его геометрическая характеристика 
 

Совместив ребро ( )0 2A A  с образующей параболического регулюса, 

получим 1 3 4 3 4
0 0 0 2 2 0π π π π π= = = = = . Следовательно, формы 

1 3 4 3 4
0 0 0 2 2, , , ,ω ω ω ω ω  становятся главными и можно положить: 

3 1 4 1 3 1 4 1 1
0 0 0 0 2 0 2 0 0, , , , 0 ,ω α ω ω β ω ω γ ω ω µ ω ω= = = = ≠      (2.1) 

где 1
0ω  – базисная форма. Далее, пользуясь алгоритмом Картана, ка-

нонизируем репер полностью. Деривационные формулы канонического 
репера параболического регулюса даны в следующем виде: 

0
1 2

1
0 2 3 4

2
3 4

3
2 4

4
2 3

( )

dA
A cA

ds
dA

A bA c A A
ds
dA

A A
ds
dA

A aA
ds
dA

A aA
ds

 = +

 = − + + +


 = +

 = − +

 = − −

         (2.2) 

Точка А2 канонического репера определяется как точка пересечения 
образующей ( )0 2A A  параболического регулюса с абсолютной 2-

плоскостью, а плоскость ( )0 2 1, ,A A A  является касательной 2-плоскостью к 

регулюсу в точке А0. 
Чтобы геометрически характеризовать точки А3 и А4 канонического 

репера, найдем соприкасающуюся квадрику, содержащую образующую 

( )0 2A A  рассматриваемого регулюса. Ее уравнение имеет вид: 

( ) ( )2 23 4 0 3 0 4 1 3 1 4 2 3 2 4: 0.x x x x x x x x x x x x x xγ − + − + − + − =  
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Эта квадрика пересекает абсолютную 2-плоскость T: x0=x1=0 по кри-
вой g второго порядка 

     
( ) ( )2 23 4 0 3 0 4 1 3 1 4 2 3 2 4

0 1

0

0; 0

x x x x x x x x x x x x x x

x x

 − + − + − + − =

 = =

 

Точка А2(0; 0; 1; 0; 0) принадлежит кривой второго порядка g, а точки 

2 3 4, ,A A A  полярно сопряжены относительно мнимой коники Q1.  
Точки Р(0; 0; 0; 1; 1) и Q(0; 0; 0; 1; -1) суть точки пересечения кривой 

g с прямой (А3А4). Точки А3 и А4 репера гармонически делят точки Р и Q. 
Уравнение соприкасающейся квадрики, содержащей ребро (А1А3), по-

лучим в виде:  

      ( ) ( )2 22 4 0 1 0 2 1 2 1 4 2 3 3 4: 0.x x x x x x x x x x x x x xγ − + − + − + − =  

Точка А1 является одной из точек пересечения ее с ребром A0A1. 
 

§3. Геометрическая характеристика инвариантов  
и простейшие классы параболических регулюсов 

 
Найдем соприкасающуюся 2-плоскость кривой (А1), то есть 

( ) ( )( )
( )

4 3 0 2

2
1 1 1 1 0 2

3 2 2 0
, , :

3 0

x x db c cabx cax
A dA d A

db c x bx x

 − − − − =


− + + =

 

пересечем полученную плоскость с евклидовой прямой ( )0 2A A , получим 

точку N(1;0;b;0;0). Найдем расстояние между точками А0 и N по формуле 
(1.4), получим d2 = b2. 

Прямая (A3, A3+ dA3) – параболическая прямая, поэтому на этой 
прямой расстояние между точками A3(0; 0; 0; 1;0) и А3+dА3(0; 0; -1; 1; а) 
находится по формуле (1.5) и геометрически инвариант а характеризуется 

следующим образом: cosδ =
2

1

2 a+
. 

Прямая ( )0 0 0,A A dA+  – эллиптическая прямая и на этой прямой най-

дем расстояние между  точками A0(1; 0; 0; 0;0) и А0+dА0 (1; 1; с; 0; 0) по 

формуле (1.3) в виде: 
2

1
cos

2 c
δ =

+
   

Отсюда получаем следующие три простейших класса:  
1. Параболический регулюс а=const характеризуется тем, что расстоя-

ние между точками A3 и A3+ dA3 постоянно. 
2. Параболический регулюс b=const≠0 характеризуется тем, что рас-

стояние между точками А0 и N постоянно. 
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3. Параболический регулюс c=const характеризуется тем, что расстоя-
ние между точками A0 и А0+dА0 постоянно. 
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КОМПЛЕКСЫ В ТРЕХМЕРНОМ  

КВАЗИГИПЕРБОЛИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ  
 

В данной работе построен и геометрически характеризован канонический 
репер комплекса, доказана теорема существования и дана геометрическая ха-
рактеристика инвариантов комплекса. 
Ключевые слова: неевклидово пространство, квазигиперболическое про-
странство, абсолют, комплекс, репер, инварианты. 
 

V.B. Tsyrenova, I.V. Proskuryakova  
 

COMPLEXES IN THE 3D QUASI-HYPERBOLIC SPACE  
 
In this study we constructed and characterized geometrically canonical frame of 
the complex, we have proved the existence theorem and give a geometric descrip-
tion of invariants of the complex. 
Keywords: non-Euclidean space, quasi-hyperbolic space, absolute, complex, 
frame, invariants. 
 
Введение 
Дифференциальная геометрия трехмерного квазигиперболического 

пространства была изучена В.И. Слободским. Так, им изучены кривые и 
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поверхности [1], регулюсы и конгруэнции [2]. В данной работе рассмот-
рены комплексы прямых. 

 
§1. Канонический репер комплекса в квазигиперболическом 

пространстве 10 1
3S  

 
Рассмотрим трехмерное проективное пространство 10 1

3S , абсолют ко-
торого состоит из двух действительных плоскостей и двух мнимых точек 
на прямой их пересечения. 

Наиболее общий репер пространства 10 1
3S  можно выбрать так, чтобы 

абсолютные плоскости 0Q  определялись уравнением: ( )20 0 12 0x x x+ = , 

прямая T  их пересечения уравнениями: 0 1 0x x= = , а квадрика 1Q  (две 

мнимо-сопряженные точки) уравнением: ( ) ( )2 22 3 0x x+ = . 

Тогда деривационные формулы подвижного репера пространства 10 1
3S  

записываются в виде: 

( )0 2 3
0 0 0 1 0 2 0 3

0 2 3
1 0 1 1 2 1 3

3
2 2 3

3
3 2 2

,

,

,

.

dA A A A A

dA A A A

dA A

dA A

ω ω ω

ω ω ω
ω

ω

= − + +

= − + +

=

= −

 

Рассмотрим в этом пространстве комплекс, т.е. трехпараметрическое 
семейство прямых. Включим элемент в репер, то есть точки 0A  и 1A  ре-
пера совместим с какими-либо двумя точками образующей комплекса, 
тогда получим 2 3 2 3

0 0 1 1 0π π π π= = = = , т.е. формы 2 3 2 3
0 0 1 1, , ,ω ω ω ω  становятся 

главными формами и между ними существует основное соотношение, 
которое можно записать как  

2 2 3 3
1 0 0 1.ξ η ζΩ = Ω + Ω + Ω                                                                    

Далее, пользуясь алгоритмом Картана, канонизируем репер полно-
стью. Деривационные формулы канонического репера комплекса полу-
чим в виде: 

0 2 3
0 0 0 1 0 2 0 3

0 3 3
1 0 1 0 2 1 3

3
2 2 3

3
3 2 2

( ) ,

,

,

.

dA A A A A

dA A A A

dA A

dA A

ω ω ω
ω ηω ω

ω
ω

= − + +

= − + +

=

= −

                                     (1.1) 

где 
0 2 3 3 3 2 3 3
0 1 0 1 0 1 1 2 2 0 2 0 2 1, .ω ξ ω η ω ζ ω ω ξ ω η ω ζ ω= + + = + +  
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Инвариант η  назовем кривизной комплекса.  
Затем нами доказана теорема существования о том, что комплексы в 

трехмерном квазигиперболическом пространстве существуют с произво-
лом одной функции трех аргументов. 

 
§2. Геометрическая характеристика канонического репера 

 
Рассмотрим произвольную точку образующей комплекса 

0 1M A tA= +                                                    (2.1) 
Продифференцируем соотношение (3.1), применяя деривационные 

формулы (1.1) канонического репера комплекса. Получим: 

( )
0 2 3

0 1 1 0 0 1 0 2 0 3

0 3 3 0
1 0 1 0 2 1 3 0 1

0 2 3 0 3 3
0 1 0 2 0 3 1 0 1 0 2 1 3

0 0 0 2 3
0 0 0 1 0 0 2

3 3 0
0 1 3 0

( )

( )

( ) ( )

( ) .

dM dA dtA tdA A A A A

dtA t A A A M A

A A A dtA t A t A t A

t dt t A t A

t A M

ω ω ω

ω ηω ω ω

ω ω ω ω ηω ω
ω ω ω ω ηω

ω ω ω

= + + = − + + +

+ − + + = −

− + + + − + + =

− − + + + + +

+ +

 

dM M
	 	

  тогда и только тогда, когда  
0 0 0
0 0 0

2 3
0 0

3 3
0 1

0,

0,

0.

t dt t

t

t

ω ω ω
ω ηω
ω ω

− − + + =


+ =
 + =

 

Последние равенства являются условиями неподвижности точки M . 
Рассмотрим плоскость Π , соответствующую в нормальной 

корреляции точке M : 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3
0 1 0 0 1 0 2 0 3 0 0 1 2 0 0 1 3, , , ,A A dA A A A A A A A A A Aω ω ω ωΠ = = + = +  

При 2 3
0 0tω ηω= −  получим: 

( ) ( )0 1 2 0 1 3 .t A A A A A AηΠ = − +  

Отсюда следует, что в нормальной корреляции точке 0A  

соответствует плоскость ( )0 1 3A A A  точке 1A  соответствует плоскость 

( )0 1 2A A A ,а точки 2A  и 3A  суть точки пересечения абсолютной прямой с 

плоскостями ( )0 1 2A A A  и ( )0 1 3A A A . 

 
§3. Геометрическая характеристика инвариантов комплекса 

 

Деривационные формулы канонического репера торса 
2 3 3
0 0 10, 0ω ω ω= = ≠ , при 3

1 dsω = , принадлежащего комплексу, имеют вид: 
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( )0 1
1 0 1 1 1 3

32
2 3 2 2

, ,

, .

dA dA
A A A A

ds ds
dAdA

A A
ds ds

ζ ζ

ζ ζ

= − = − +

= = −
 

или, если 3 * * * *
1 1 0 0 1 1 2 3 3 2, , , , ,ds A A A A A A A Aζ ω= = = = = −  вид: 

* *
* * * * * *0 31 2 2 2
0 1 1 2 3 2

1 1 1

1
, , , .

dA dAdA dA
A A A A A A

ds ds ds ds

ζ ζ
ζ ζ ζ

= − = − + = − =  

Так, инварианты 1ζ  и 2ζ  суть радиус кривизны 
1

1

k
 и произведение 

кручения 2k  и радиуса кривизны 
1

1

k
 ребра возврата торса 2 3

0 0 0ω ω= = . 

Аналогично получаем, что инварианты 1 2, ,η η η  являются соответст-
венно инвариантами a, p и b гиперболического регулюса 

2 3 3
0 1 00, 0ω ω ω= = ≠ , принадлежащего комплексу, а инварианты 1 2,ξ ξ  

являются соответственно инвариантами a и b гиперболического регулюса, 
принадлежащего комплексу, определяемого уравнениями 

3 3 2
0 1 00, 0ω ω ω= = ≠  [2, с. 57]. 
Таким образом, рассмотрение трех простейших регулюсов комплекса дает 

возможность получить геометрические характеристики для всех инвариантов 
комплекса, входящих в деривационные формулы канонического репера. 
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5. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
 

 
 
 
УДК 577.4 : 517.9                                                                   © А.В.  Воротынцев 

 
МОДЕЛЬ ПЕРЕНОСА ТЕПЛА И ВЛАГИ  

В СИСТЕМЕ ПОЧВА-РАСТЕНИЕ С УЧЕТОМ БАЛАНСА ЭНЕРГИИ 
 

Для задачи сопряженного переноса тепла и влаги в растительном покрове и 
почве с учетом баланса энергии формулируется интегральное уравнение, по-
зволяющее получить описание переноса в покрове в виде простых алгебраи-
ческих выражений, зависящих от решения уравнения. Для хорошо вентили-
руемого покрова формулируется усеченная система уравнений, описываю-
щая перенос в почве. При решении системы из найденных выражений легко 
получить переменные переноса в покрове. 
Ключевые слова: моделирование, система почва-растение, водный режим 
растений. 

 
A.V. Vorotyntsev 

 
THE MODEL OF MOISTURE-HEAT TRASFER IN SOIL-PLANT 

SYSTEM SUBJECT TO THE ENERGY BALANCE 
 

For a problem of the conjugate transfer of heat and moisture in a plant cover and 
soil taking into account energy balance the integral equation is formulated, allow-
ing getting the description of the transfer in a plant cover in the form of the simple 
algebraic expressions depending on the decision of the integral equation. For well 
ventilated cover the truncated system of the equations describing transfer in soil is 
formulated. Solving such system, from the found expressions it is easy to get the 
variables of transfer in the cover. 
Keywords: simulating; soil-plant system; water condition of plant. 

 
Введение 

 
Моделирование переноса тепла и влаги в системе почва-растение – 

одна из главных задач описания роста биомассы растений и их урожайно-
сти. Перенос тепла и влаги описывается 4-мя подсистемами уравнений 
типа диффузии, связанными нелинейными алгебраическими соотноше-
ниями [1]. Уравнения содержат многие трудно определяемые параметры. 
Поэтому представляет практический интерес получение упрощенных 
приближенных моделей, доступных для качественного аналитического 
исследования.  
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1. Модель переноса влаги и тепла в системе почва-растение 
 

В слое 0 lx H≤ ≤  растительного покрова и корнеобитаемом слое 

0sH x− ≤ ≤  почвы рассматриваются две системы уравнений (1)-(4) для 

температуры воздуха aT , листьев lT , концентрации водяного пара в меж-

листном воздухе aq , в устьичных полостях листьев lq : 
'

Ta p a aJ c k T= − ,     '
qa a aJ k q= − ,     0 lx H≤ ≤  ;                              (1) 

     '
p a Ta Tlc T t J f∂ ∂ = − + ,     '

a qa qlq t J f∂ ∂ = − + ,                         (2) 

       ( )Tl p T l l a lf c D S T T p= −  ,   ( )ql q l l a lf D S q q p= − ,                      (3) 

    '
Tl ql llf f Rχ+ = ;                                                    (4) 

и две системы (5-7) для температуры sT  и водного потенциала 0sψ <  
почвы: 

'
Ts p Ts sJ c k T= −  , '

s s sJ kψ ψ ψ= − ,   0sH x− ≤ ≤                            (5) 
'

s s Tsc T t J∂ ∂ = − , '
s s sc t J fψ ψ ψψ∂ ∂ = − − ,             (6) 

( )s ql k k k s s kf J p D S pψ ψ ψ= + −                              (7) 

с краевыми условиями: 

                        ( )0
Ta p a a aJ c D T T= −  ,  ( )0

qa a a aJ D q q= −  , lx H=  ,           (8) 

             ( )Ta p Ts s aJ c D T T= −  , ( )qa qs s aJ D q q= −  , 0x =  ,          (9) 

              ( )0,Ta qa TsJ J J R tχ+ − = , ( )s qaJ J Q tψ− + = , 0x = ,             (10) 

                                   0
s sT T=  , 0

s sψ ψ=  , sx H= −                                (11) 

Транспорт воды в растениях и транспирация qlJ  регулируется водным 

потенциалом листьев lψ , их устьичным сопротивлением str  и описывает-
ся нелинейными выражениями: 

1

0

H

ql qlJ f dx= ∫ , ( )'
ql k s lJ D ψ ψ= − , ( )( ) 1

0st s m l l m lr r ψ δ ψ ψ ψ −= − − , 

0

k

s s k

H

p dxψ ψ
−

= ∫ ,                                                                       (12) 

1 1q T stD D r= + , ( )'1 1k kc k kD r D S= +  . 

Здесь «'« означает частную производную 

aT , sT , aq , sψ , TaJ , qaJ , TsJ , sJψ , sψ , llR  по x ; TaJ , qaJ  –  потоки тепла и во-

дяного пара в воздухе, TsJ , sJψ – потоки тепла и воды в почве; ( , )llR x t  – 

заданная поглощенная слоем ( )0,x  длинноволновая и коротковолновая 
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радиация, ( )0,R t  – радиационный баланс у поверхности почвы; 

( )0,s TsR R t J= +  – энергия, поглощенная верхним слоем почвы; lS , kS – 

поверхности листьев и корней на единицу поверхности почвы; 
( )l lS p x , ( )k kS p x  – плотность листовой и всасывающей корневой поверх-

ности. 0
aT , 0

aq , ( )Q t  и 0
sT , 0

sψ  – заданные функции времени, измеряемые 

на высоте метеобудки a lH H>  над покровом и глубине sH−  почвы; 

( )aTρ  – насыщенная влажность воздуха при температуре aT , остальное – 

заданные константы и функции. Здесь ( )ak x , Tsk – теплопроводность воз-

духа и почвы, skψ  – влагопроводность почвы. Дифференциальные урав-

нения систем связаны алгебраическими выражениями (4), (10), описы-
вающими балансы энергии в межлистном воздухе и на поверхности поч-
вы. 

 
2. Приближенная модель для вентилируемого покрова ( ( )ak x → ∞ ) 

 
Обозначим 

( , ) ( )a a ad x t T qρ= − , ( )s s sd T qρ= − , ( )0 0 0( )a a ad T q tρ= − ;   

( ) ( ) ( )1 1T T T Tρ ρ δ= + − ;                                                                       (13) 
( )

1( ) a

p

k x

ck x δχ+= , ( )
1

1 pc
G δχ+= , ( )1l lG G b= − , ( )1s sG G b= −  ; 

( )'

0
1

lH

HkD d kξ ξ= ∫  , ' ' ' '
a l aD D D DΣ = + + . 

Утверждение 1. Функция ( , )ay d x t=  в квазистационарном прибли-
жении удовлетворяет интегральному уравнению 

( ) ( )' '

' '

0

( , ) , 0,
l

l s

H
D D

a lD D
y d Y x t Y t p d Y tξ ξ

Σ Σ
= + − −∫ , 

                           
' 0 '

' '
l l s s a a s sG R G R D d D d

a D D
d

χ Σ Σ

+ += + ,                          (14) 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
' ' 1

0

, , 0,
l l l

l ll s s

H H Hx
G R G Rd d

l l s sk k k
x x x

Y x t D y t p d D y t d dξ ξ
ξ ξ ξζ ζ χ ξ+−= + − −∫ ∫ ∫ ∫ . (15) 

Утверждение 2. Для потоков qaJ , TaJ  температур aT , lT , sT  кон-

центрации паров воды в воздухе aq  и дефицита влажности воздуха 

ay d=  справедливы выражения: 

  ( )1 0 0
qa a a aJ GR D d yχ − ′= + −  , ( ) ( )0 01Ta a a aJ G R D d yχ ′= − − −  , ;lx H=     (16) 

  { }' 1 ' ' ' ,qa l ll T lJ D R D p yχ χ−= + , { }' ' ' '
Ta l ll q lJ D R D p yχ= − , 0 ;lx H≤ ≤  
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( ){ }1 ' ' ,qa s s Ts sJ D R D y dχ χ−= + − , ( ){ }'
Ta s s qs sJ D R D y dχ= − −  , 0 ;x =  

( ){ }0 0 ,a a a a
a

G
T T F D y d

D
χ

δχ
= + + −  

, ( ){ }0 0 ,a a a a
a

G
q q F D y d

D
δ

δχ
= + − − , 0 ;x =  

' '

'

1l ll
l a

T q l

D R
T T y

D D p
χ

δχ
  = + − 
  

 , 0 lx H≤ ≤  ; 

( )
'

'
s s

s a s
Ts qs

D R
T T y d

D D
χ

δχ
  = + − − 
  

 , 0x = , 

где 
'

0( , ) ( ) ( , )
( )

lH

a
a a

x

D
F x t R t R t d

k
ξ ξ

ξ
= + ∫ , 0x > ; ( ),aR tξ  – энергия, по-

глощенная верхним слоем почвы и слоем ( )0,ξ  растительного покрова. 

Квазистацонарность означает малые производные по времени в (2). Ут-
верждения 1, 2 сводят две сопряженные системы (1)-(4) для двух пере-
менных aT , aq  к фундаментальному уравнению (14)-(15) относительно 

одной переменной ( ),y x t  и дают явные выражения для всех переменных 

(16) через ( ),y x t .  

В [2] показано, что при 1kβ <  к решению ( ),y x t  равномерно сходит-

ся следующая последовательность ( ),ky x t , причем справедлива оценка 

( )2 1a a k ky d d β β− < − : 

( ) ( ) ( ) ( )' '

' '1

0

, , , 0,
l

l s

H
D D

k a k k l kD D
y x t d Y x t Y t p d Y tξ ξ

Σ Σ
+ = + − −∫ , ' '2k HkD Dβ Σ= , 

где ( ),kY x t  определяется подстановкой ( ),ky x t  в (15). Следовательно, 

при больших ( )k x  для хорошо вентилируемого покрова 0kβ ≈  и выра-

жения (16) подстановкой ay d=  сводятся к сравнительно простым алгеб-
раическим выражениям. Последние можно использовать как граничные 
условия на поверхности почвы для системы (5)-(7) и так получить при-
ближенную модель переноса тепла и влаги в почве. Тогда, решая прибли-
женную модель для почвы, получим ad  и с помощью (16) полное описа-
ние водно-теплового режима растительного покрова в виде сравнительно 
простых алгебраических выражений. 
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Заключение 
 

Для хорошо вентилируемого растительного покрова показано, как 
сложную дифференциально-алгебраическую систему (1)-(12) переноса 
тепла и влаги в почве и покрове свести к системе (5)-(7) с краевыми усло-
виями сравнительно простого алгебраического вида и, решая ее, получить 
полное описание переноса в системе почва-растение. 
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